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はじめに
研 究 の動 機
この論文の中心となつているエルハー ト多項式を考えたウジェーヌ・エ
ルハー ト(Eugene Ehrhart、1906～2000)は、フランスの高校 (リセ)の教
員であつた。フランスの高校教員をしながら、エルハー ト多項式の相互
法則を見つけた。筆者は、大学院修了後に高校教員になる。そのような
ところに興味をもつたことから、この研究を進めようと思つた。
また、筆者は、数学の内容のなかで、ベク トルが苦手であつた。高校
の数学の中で、ベク トルは大きな比重を占めている。そこで、高校教員
になつた際に、ベク トルの必要性や便利性を生徒に説くことができるよ
うに、ベク トルに関わる理解を深め、大学院在学中に探究 しておきたい
とい うのが、研究の動機の背景となっている。
研究の内容 t
よく知られた定理として、平面内の格子点を頂点とする多角形に対し
て、その内部の格子点の個数から面積を求める定理、ピックの定理があ
る。ピックの定理とは、境界をのぞいた多角形の内部にある格子点の個
数をを個、辺上にある格子点の個数をb個とすると、その多角形の面積S
は                                     '
S=づ+:b-1
と表すことができるという定理である。この論文では、ピックの定理を
拡張して、3次元空間内の凸多面体の格子点の情報から、その凸多面体の
体積を求める定理の存在について述べる。
その定理を、本論文では、エルハー ト多項式づ(民η)、 グ(民η)を用いて
証明していく。エルハー ト多項式とは、格子点を頂点とするⅣ次元空間
内の凸多面体Pに対して、Pをη倍に拡大した図形の内部の格子点の数
をηで表した式のことで、これがηに関する多項式となることをエルハー
3卜が発見したのである。づ(民η)はPの境界を含めたPの内部の格子′点の
数を数えた多項式で、づ*(民η)はPの境界をのぞいた部分の格子点の数を
数えた多項式である。
エルハー ト多項式では、2次元、3次元だけではなく、Ⅳ次元で凸多面
体内の格子点の数を扱 う。ただし、Ⅳ次元の図形を扱 うためには、2,3次
元内では、直観的に明らかである凸多面体の面や辺 といつた概念を線形
代数の理論を用いてⅣ次元でもうまく定義 しておく必要がある。Ⅳ次元
では、直観的な定義は使えないので、超平面 。支持超平面といつた概念
を用いて高次元多面体の「面」を定義し、点"がRN内の凸多面体Pの
頂′点であるとは、点
“
がPの0次元の面となることとする。また、線分
υzがRⅣ内の凸多面体Pの辺であるとは、線分νzがPの1次元の面と
なることとする。このように、ベク トルを扱 う理論である線形代数を使
うことにより、2,3次元では直観的に扱っていたことを次元によらずに
定義することができる。
また、エルハー ト多項式を考えていくうえで、形式的幕級数が重要な
手法となる。形式的幕級数oい]]とは、Qを係数とする人に関する級数
の集合のことである。つまり、apllの元は、有理数列{αじ}を用いて、
ΣQメ
t=0
=αO+αlλ+α2λ2+….+απλπ+.… (1)
と表されるものである。このとき、この級数の収束については考慮せず形
式的な式として扱う。つまり、式(1)は係数に現れる数列{αO,αl,α2,…・}
の1つの表し方にすぎない。数列{αO,αl,α2,….}が与えられたとき、数
列の各項を係数にもつ、
αO+αl人+α2λ2+….+απλη十 .…
という形式的幕級数のことを数列 {αれ}の母関数という。形式的幕級数の
演算として、加法と乗法を行うことができる。そして、和についての単
位元 。逆元、積についての単位元も存在し、場合によつては積について
の逆元も存在する。形式的幕級数とは、数列に対して、それが満たす漸
化式を求めたり、組み合わせ論における数え上げ問題を考えたりする時
の手法として特に威力を発揮する。
この論文の主たるテーマの一つとして、エルハー ト多項式の相互法則
がある。エルハー ト多項式の相互法則とは、PをRⅣ内の格子点を頂点
4にもつ凸多面体とすると、Pのエルハー ト多項式 ,(民η)、 ダ(二η)には、
ダ(民η)=(-1)amP」(鳥-2)
という関係が成 り立つことである。上の式から、J(P,η)とが(民η)の最高
次係数は等 しくなることが分かる。また、各項の係数の絶対値は等 しく
なり、1つおきに符号が入れ替わつている。
最後にエルハー ト多項式と体積の関係について述べる。PをR3内の格
子点を頂点にもつ凸多面体とすると、dim P=3のときは、Pのエルハー
ト多項式の最高次係数はPの体積 となるので、3次元内の格子点を頂点
とする凸多面体でも、凸多面体の格子点に関する情報を用いて体積を求
めることができることが期待できる。しかし、3次元内の直方体に内接す
る図1のような四面体Pでは、直方体の高さが大きくなるにつれ、体積
も大きくならなければならないが、Pの内点である格子点の数、Pの境
界上にある格子点の数は、それぞれ常に0個、4個となり、体積が変わっ
ても格子点の数は不変なので、格子点の数の情報ではPの体積を求める
ことができないことが分かる。そこで、:格子点の情報も用いる。:格子
点とは、座標が:の整数倍となるソ点である。実際、RⅣ内の凸多面体Pに
対 して、境界をのぞいたPの内部にある格子′点の数を ,、 Pの境界上の格
子点の数を b、 境界をのぞいたPの内部にある:格子点の数をグ、Pの境
界上の:格子点の数をが として、3次元内の整な凸多面体Pの体積をy
とすると、
y=:ゲ十伊―静―:b
となることが、エルハー ト多項式の理論から導ける。
図 1:直方体の頂点からなる四面体
5論文の構成
第1章は、この論文での基礎となる用語・概念を定義する。ベクトル
空間に関する基本的な事項、例えば、線形部分空間、1次独立、1次従属
等については、既矢口として議論を進めている。アフィン空間に関して定
義して、この論文で登場する凸集合、凸多面体、単体を定義していく。
第2章は、この論文のテーマとなつているエルハー ト多項式について
具体的な例を挙げながら考えていく。エルハー ト多項式について考える
ために錐θの中の格子点を数える。実際、エルハー ト多項式に関する理
論は任意の整な凸多面体に対して成り立っていることが分かっているが、
まず、この章の後半では単体についてのエルハー ト多項式を考えること
とする。
第3章では、第2章で行つていた格子点の数え方を工夫することによ
り、エルハー ト多項式を考えていきたい。まず、エルハー ト多項式を考
えていくうえで、重要な手法となっている形式的幕級数について基礎的
なことを述べる。この第3章でも、第2章の後半からひきつづき、単体に
ついて考える。
第4章では、一般の多面体のエルハー ト多項式について考えていく。そ
こでまず、多面体を単体に分割することについて考えていく。次に、凸
多面体のエルハー ト多項式とその相互法則について考え、その結果を用
いて、多面体の体積を格子点の個数から求める関係式について述べる。
第1章 凸多面体の基礎
以下、ベクトル空間に関する基本的な事項、例えば、線形部分空間,1
次独立,1次従属等については、既知として議論を進める。
1.1 アフィン空間
定義 1.1.17をRⅣからRⅣへの写像 とする。このとき、Tがアフィン
変換であるとは、実数を成分とするあるⅣ次正則行列σおよび、ベクト
ル α∈RⅣがあって、任意の
“
∈RⅣに対 して、
T(")=θ
“
+α
がなりたつことである。
アフィン変換T(")=σ"+αの特別な場合として
1.α=0のとき、アフィン変換Tは1次変換。
2.θ=E(Eは単位行列)のとき、アフィン変換Tは平行移動。
となる。逆にいえば、アフィン変換とは、 1次変換 と平行移動の合成で
あるとい うこともできる。
定義 1.1.2 RNの空でない部分集合 ″ がアフィン部分空間であるとは、
RNの線形部分空間 びとベク トル αがあって、
フア=び+α
が成 り立つことである。ここでび+αとは
{"∈RArレ=%+α,∃%∈び}
で表される集合のことである。
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命題 1.1.3TをRⅣ上のアフィン変換、″ をRⅣ内のアフィン部分空間
とすると、T(7)もアフィン部分空間となる。
証明 ノを一次変換として、T(″)=∫(″)+βとおく。びを線形部分空間
として、レ/=び十αとおく。このとき、
T(レ7)={T(ω)ル7Dω}
={T(し+α)|び∋鶴}
={バし+α)+βlび∋鶴}
={∫(し)+ノ(α)十βlび∋し}
=ノ(び)十(∫(α)十β)
となるが、∫(び)はベクトル空間、(∫(α)十β)はベクトルなのでT(p1/)は
アフィン部分空間となる。                    □
よく知 られているように,RⅣの線形部分空間υの次元dimびとは、次
のいずれかの値であり、
1.びを生成するベク トルの個数の最小値
2.びを生成 し、 1次独立なベク トルの個数
3.び内の1次独立なベク トルの個数の最大値
これらは、すべて等しい値になる。(I司参照。)
ベクトル空間の次元を用いて、アフィン空間にも次元の概念を導入し
たい。
定理 1.1.4T/T/=び+αをRⅣ内のアフィン部分空間として、βをT/1/の
元とすると、7=び+βとなる。
証明 アフィン部分空間の定義より、PT/=び+α={"+αl"∈び}とな
るので、ある"0∈びがあ
って、β=“0+αである。したがつて、
び+β=び十“0+α
=(び十"0)+α
=υ+α
=T/1/
となるので、題意は示 された。                  □
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はびの元となる。また、
υ=Σれ
τ=二1
なので、
ν―
“
1=(ιlωl+ι2“2+…・+tπ
“
π)一κl
となる。Σ〕ち=1より、ιl=1-(ι2+…°十ιπ)となるので、
づ=1
ιl"1+ι2"2+…°十 ιπ
“
π―"1
=(1~(ι2+…°十 ι2))"1+ι2"2+…・+ιη
"れ
一
“
1
="1~(ι2+…・+ιれ)πl+ι2“2+…・+ιπ"π―"1
=ι2("2~πl)+…・+ιぼ
“
π一"1)
となる。したがつて、ν―
“
1はびの元であり、νは7=び十
“
1の元と
なる。                              □
補題 1.1.6空間RNの線形部分空間び,アと点α,α′があって、び+α=
♂+α′ならば、び=び′となる。(αとα′は等しいとは限らない。)
証明 空間RNの線形部分空間硫び と点α,α′がび+α=び′+α′をみ
たすとすると、び=び+(α′―α)である。また、
α∈び+α=び′+α′
となるので、(α―α′)がび′に含まれる。したがつて、
び=び′+(α′―α)=び′
となる。                         □
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上の補題 1.1.6により、次のようにアフィン空間にも次元を定義するこ
とができる。
定義 1。1.7アフィン部分空間 p1/∈RNに対 して、T/1/がベク トル空間び
とベク トル αを用いて7=び+αで表されるとき、線形部分空間 びの
次元をアフィン空間7の次元といい、dim p1/で表す。
アフィン空間の次元を、次のように直接 とらえることもできる。
定理 1.1.8 RⅣのアフィン部分空間7に対 し、″ に含まれる有限集合
{ωo,ωl,…・,ωd}のうち、
(ωl―ωo),(ω2~ωO),…,,(ωd一ωo)
がR上線形独立となるものの個数の最大値を考えると、これが (pr/の次
元)+1に一致する。(つまり上記のようなαの最大値がT//の次元となる)
証明 アフィン部分空間について、T/7=び+αとなる線形部分空間びおよ
びα∈RⅣをとる。p1/⊃{ωO,…・,ωα}のうち(ωl―ωo),…・,(ωα一ωo)で1
次独立となるものの個数の最大値をD+1とする。このとき、D=dimび
を示す。
び∋{υl,・…,υd}が1次独立であるとする。このとき
ωO=α
ωl=υl+α
ωa=υd+α
は7の元で喝 ―ωO=υメゴから
(ωl―ωo),(ω2~ωO),….,(ωご― ωo)
は1次独立である。よつて#{ωo,…・,ω分=α+1≦D+1となり、
dimび≦pを得る。
一方で、{ωl,・…,ωd}⊂7で
(ωl―ωo),(ω2~ωO),…・,(ωd―ω o)
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が 1次独立とする。 このとき、ωα=%J+α(i=0,…。,d)すると、
ωづ~ωO=鶴j~し0∈び
で喝 一ωO(づ=1,…・,α)は1次独立なびの元である。 よつて、
#{ωl―ωo,…・,ωd―ωO}=α≦dimび
となる。したがつてD=dimびである。             □
定理 1.1.9 RN内のアフィン部分空間7、及び、アフィン変換Tに対し
て、dim″=dim T(″)となる。
証明 まず T(″)=ス(π)十buは正則)とおく。定理 1.1.8よりT(T/1/)
の次元は
dim T(T/7)
=maX{α∈ NIT(7)∋∃υ も,…,υi S・t.01-島,…,り,一り3が独 立 }
=maX{α∈ Np1/∋∃υ o,….,りαS.t.T(υl)一T(Oo),…,,T(りα)一T(Oo)が独 立 }
=maX{α∈Nlp1/∋∃υO,.…,υαS・t.ス(υl―υo),…,ス(υα一υo)が独立}
となるが、スは正則なので、行列 スをベク トルにかけても1次独立性は
変わらないから、最後の値は次に等 しい。
maX{α∈ NI″∋ ∃Oo,・.・,υαS.t.り1-り0,...,りα― υ Oが独 立 }
=dilnフア
□
定義 1.1。10空間RⅣの空でない部分集合 χ に対 して、X内の点 αを一
つ固定し、部分集合{"一αl"∈X}が張るRⅣの線形部分空間をびとす
る。このとき、び+αをAFF(χ)と表し、Xが張るRNのアフィン部分
空間という。
定理 1。1.1l RⅣの部分集合 χ に対 し、定義 1.1.10で定義 したスFF(χ)
はαに依存 しない。
証明 χ⊂RⅣ、X∋α,α′をとる。{"―引"∈X}で生成される線形部分空間をびとして、AFF(χ)=び+αとする。{“一♂|"∈X}で生成
10
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される線形部分空間をび とする。まず、び⊂び′を示すために、各
“
∈χ
について"一αがび に含まれる
ことを示す。実際、
"―
α =("―α′)―(α― α
′
)
となり、("一α′)、 (α―α
′)が共に線形部分空間び
′に含まれるので、(“一α)
はび の元となる。よつてび⊂び′となる。同様に、び′⊂びも示されるか
らび=びである。
最後にα′一α∈びより
び′+α′=び―(α′―α)+α′
=び+α
となる。                            □
定義 1.1.10から容易にわかるようにアフィン部分空間″ がRN内の部
分集合Xを含むならば、7はXの張るアフィン部分空間を必然的に含
む。つまり、χ の張るアフィン部分空間とはXを含む最小のアフィン部
分空間とい うこともできる。
1.2 凸集合
定義 1.2.l RNの空でない部分集合スが凸集合であるとは、ス内の任意
の点
",ν
に対して、点
",υ
を結ぶRN内の線分
{ι"+(1-ι)υ10≦ι≦1,オ∈R}
がスに含まれることである。
凸集合の例として、三角形・円板 。球体 。四面体・立方体などがあげら
れる。
定理 1。2.2 RⅣの凸集合からなる空でない族{スづ}(づ∈」)力｀あつたとき、
∩に」Aづが空集合でないならば、∩た.スづも凸集合である。
証明 ∩にfスじ内の任意の点",υをとる。このとき、任意のづcrについて、点“,υはスメこ含まれる。んは凸だから、定義1.2.1より、0≦ι≦1
?
?
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となるι∈Rについて、ι"十(1-t)νがスメこ含まれる。りは任意だつたからι
“
十(1-ι)νは∩スをに含まれる。したがつて、
tcI
{ι“十(1-t)υ10≦ι≦1,ι∈R}⊂∩五jづcI
となる。
これより、∩んは凸集合である。               □
づcr
定義 1.2.3 RNの空でない部分集合χがあったとき、
ス={ス⊂RⅣ降は凸集合,X⊂ス}
とすると、■。=∩A∈ススはXを含む凸集合の中で最小となる。このよう
なス0をCONV(X)と表し、Xの凸閉包とよぶ。
補題 1.2.4 RⅣの凸集合スが、"1,.…,“υを含むなら
ば、
0≦ち∈R,Σち=1
を=1
となるιt(づ=1,…・,υ)についてΣ〕ち"tはスに含まれる。
づ=1
証明 υについての数学的帰納法を用いる。
1.υ=1のとき、ιl=1よりιl“1=“1∈スである。
2.υ=たのとき成り立つと仮定する。
υ=た+1のとき、jl=1ならι2=…・=ιた+1=0で
Σれ=“lCA
づ=1
である。また、ιl≠1なら
彗れ=れ+に-0基(島→
第 1章 凸多面体の基礎                    13
となる。このとき、ちち=1-ιlより、Σ」(丁芸百)=1なので、
帰糸内法の仮定より、
:(∴
a)はスの元となる。したがつて、
スが凸であることから、
れ十に一→:(T壬≒T→
□
?
?
?
?
?
???
?
??、
??．?
?
?
?
?
?
?
ια十(1-→β=Σ←銑+に一→→吻
`=1
となる。このとき右辺の係数の和を考えると
Σ←け に一の→=ιΣE銑十は一のΣ島
づ=1                   じ=1            づ=1
=ι+(1-ι)
=1
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である。また、包ば,sをが0以上であることからιzづ+(1-ι)St≧0となるの
で、ια十(1-ι)βはX′の元である。つまり、χ
′が凸となる。    □
補題 1.2.6XをRⅣ内の部分集合とすると
θOⅣ1/(χ)=しl θοⅣ1/(S)
S⊂X
S:有限
となる。
証明 SをXの有限部分集合とすると、
θOⅣ1/(S)⊂θOⅣy(χ)
なので、
∪θοⅣy(S)⊂θOⅣy(χ)
S⊂X
S:有限
となるのは明らか。
一方、θOⅣy(X)はXを含む最小の凸集合だから、 ∪ θOⅣy(S)が
S⊂X
S:有限
Xを含み、凸集合であることを示せば
しl θο/Vy(S)⊃ σOⅣy(χ)
S⊂X
S:有限
となり証明は終了する。Xの任意の元"に対して、
"∈θOⅣy({π})⊂∪θOAry(S)
S⊂χ
S:有限
より、χ⊂∪θοⅣT/(S)は正しい。また、
S⊂X
S:有限
α∈θOⅣy(■), ス⊂X, A={αl,…・,a7れ}
b∈θOⅣy(3), 3⊂χ, 3={bl,・…,bm}
に対 して、
c=ια+(1-ι)b(0≦ι 1)
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とするとき、補題 1.2.5より、
α=ΣλづQ⑩夕を∈R,Σんを=⇒
づ=l                  t=1
b=Σちり⑩≦ら∈R,Σら=⇒
′=1                       」=1
と表せるので、
C=ΣιんじQ+Σ(1-つり場
づ=1       ′=1
となり、
ΣEιたら十ΣE(1-→り=ιΣEたづ+に一→ΣEら
づ=1     」=1           づ=l        J=1
1
かつ
ιれ≧0,(1-ι)J′≧0
となる。よつて、ネ甫題 1.2.5より、c∈θOⅣy(A∪3)である。したがつて、
∪θοAry(S)
S⊂χ
S:有限
は凸集合となる。                        □
以下、RⅣ内の部分集合Xに対して、Xの生成するRNのベク トル空間
を(X)と表す。X={αl,・…,απ}ならば、(χ)を〈αl,.…,απ)ともかく。
定理 1.2.7XをRⅣ内の部分集合とすると、AFF(χ)=AFF(θOⅣ1/(χ))
となる。
証明 θONy(χ)の元υに対して、
ν∈θOⅣy(5)(S⊂X,Sは有限)
となる。よつて、S={“1,・…,“れ}とすれば、
ν=Σれ しち…メπ∈χ,Σち=⇒
じ=1                      じ=1
15
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と表せるので、
となる。
一方、χ ⊂θOⅣy(x)であるので、
〈θOAry(χ)_πo)⊃(χ―"o)
であることは、明らかである。よつて、
(θOⅣy(χ)一・ o)=(χ―"o)
となる。 したがつて、
スFF(θOⅣy(χ))=(θOⅣy(χ)一
“
o)十"0
=(χ―πo)+"o
=4FF(χ)
となる。                            □
定義 1.2.8 RⅣ内の凸集合 スの次元とは、スが張るRⅣのアフィン空間
五FF(■)の次元とする。
RNの部分集合 スであつてもdimスが rVとは限らない。例えば、3次
元空間に、三角形 △が浮かんでいる状態もありえる。このとき、△の次
元は2である。
定理 1.2.7より、ス=θOⅣy(x)と表せる凸集合 スについて、スの次
元は、AFF(χ)の次元に一致する。
16
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第1章 凸多面体の基礎
1.3 凸多面体
定義 1.3.1空間RⅣ内の部分集合PがRNの凸多面体であるとは、P=
θOⅣy(χ)となるRN内の有限集合Xが存在することである。また、凸
多面体Pの次元dim Pをの凸集合としての次元とする。
一般にRⅣ内の集合Xに対して、次のようにXの内点や境界点という
概念があり、これらの概念は、開集合、閉集合の定義に密接に関わつて
いる。まず、空間RNの元α、α>0に対して、
3d(α)={"∈RⅣII"―αl<α}
とおく。つまり、3d(α)はαを中心として半径 αの開球体である。
定義 1.3.2空間RⅣ内の部分集合χ、及び、RⅣ内の元 α,bについて、
●αがXの内点であるとは、3a(a)⊂Xとなるような正の数 αが存
在することである。
●bがXの境界点であるとは、任意の正の数αに対してBd(b)∩X≠0
かつ、Bd(b)¢Xとなることである。
内点という概念によつて、開集合、閉集合は次のように定義される。
定義 1.3.3空間RNの部分集合Xに対して、
・ Xが開集合であるとは、X内の任意の元"がXの内点となること
である。
・ Xが閉集合であるとは、χの補集合が、開集合となることである。
17
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例えば、前頁で述べたように、3次元空間内で、2次元の三角形が浮か
んでいた場合、定義 1.3.2からすると、三角形上の全ての点が、境界点と
して扱われてしまうことになる。しかしながら、ここでは三角形の辺以外
の点を"内点"として扱いたい。したがって、次のような定義を考える。
定義 1.3.4空間RⅣ内の凸多面体Pを考え、Pの張るアフィン部分空間
をT/7とする。このとき、Pの点α,bに対して、
●αが凸多面体Pの内点であるとは、3d(o)∩l1/⊂Pとなるような
正の数 αが存在することである。
・ bが凸多面体Pの境界点であるとは、任意の正の数αに対してBd(b)∩
P≠0、 かつ、βα(b)∩″ ¢Pとなることである。
RN内の凸多面体Pに対して、凸多面体としてのPの境界点の全体を
∂Pとかく。(定義1.3.4参照)
図 1.1:凸多面体の次元
凸多面体の内点、境界点を、定義1.3.4のようにしておくと、定義 1.3.2
では、"境界点"となる図1,1のような
“
が"凸多面体の内点"として扱
われるようになる。
特に例外的なのは、Pが1点{P}のときである。このとき、Pの張る
アフィン空間p1/は1点となる。正の数 αに対して、3ご(P)∩T/7はPに
含まれるので、点Pは多面体Pの内点であり、3d(P)∩P≠0であるが、
BdO)∩レ/⊂Pとなることより、∂P=0である。
次に、2次元,3次元内では直観的に明らかである多面体の面・辺という
概念をⅣ次元でうまく定義したい。Ⅳ次元では、直観的な定義は使えな
いので、以下に順に述べるように厳密かつ論理的な定義を与える必要が
ある。
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定義 1.3.5 RⅣ内の部分集合∬が超平面であるとは、(αl,・…,αN)≠(0,…,0)
であるような実数α
`,ろ
が存在して、
言い換えれば、空間RⅣ内の超平面とは次元Ⅳ-1のアフィン部分空
間である。RNの超平面∬ が定めるRNの2つの閉半空間を
●∬(■l={(■1,″2,・ ,″Ⅳ)∈RⅣIΣ胆1%銑≦b}
●∬(~)={(″1,″2,・ ,″Ⅳ)∈RⅣIΣ胆l αj均≧b}
のように表す。(実際には、〃(+),∬←)は∬ を定めるαl,.…,αN,らによつ
て決まる。例えば、αl,・…,αⅣ,らの全ての符号を入れかえても∬ は不変
で、このとき∬(+)と∬(~)が入れかわる。)〃(+)∩∬()=〃でぁる。
定義 1.3.6空間RⅣ内の凸多面体Pがあつたとき、空間RⅣ内の超平面
JfがPの支持超平面であるとは、
1.P⊂〃(+)または、P⊂∬(~)
2.0≠P∩∬災P
を満たすことをいう。
定義 1.3.7 RⅣ内の凸多面体Pがあり、Pの部分集合FがPの面である
とは、P∩〃=Fであるような、Pの支持超平面∬が存在することで
ある。
図1.2のように、〃が凸多面体Pの支持超平面であるとは、Pが〃の
片側だけに入つていて、Pの一部が〃に含まれていることを示している。
また、このときPと∬の共通部分である線分″νがPの面になる。例外
的な場合として、Pが1点{P}のとき、Pは面を1つも持たない。
以下、RⅣ内のベク トル αl、 α2に対して、そのベク トル αl、 α2の内
積を [αl,αJと表す。
定理 1.3.8 RⅣ内の凸多面体Pは高々有限個の面を持ち、各々の面はRN
の凸多面体である。
19
?
―
?
?
?
?
?〓??
???
?
??????
?
?
?
?
?
。
??????????
20第1章 凸多面体の基礎
と表 されるので、
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となる。よつて、
(1.1)の点ν∈Pが∬に含まれる⇔ [ν,α]=b
⇔ ι′+1=…・=ιυ=0
⇔ν=Σれ
づ=1
⇔ν∈θOⅣy({νl,・…,鋳})
であるから、面F=P∩Jfはυl,.…,鋳の凸閉包となる。したがつて、面は
υl,…・,鋳の選び方で決まるので有限個となる。また、F=θOⅣy({υl,・…,ν」})
より面も凸多面体である。                    □
上記の証明から直ちに次の系を得る。
系 1.3.9 RⅣ内の凸多面体PはRN内の有限集合χの凸閉包であると仮
定し、∬をPの支持超平面とすると、P∩Ff=σOⅣy(〃∩X)である。
定義 1.3.10 RN内の凸多面体Pの面Fがi‐面であるとは、Fの次元が J
であるときにいう。
定義1.3.11点"がRⅣ内の凸多面体Pの頂点であるとは、{π}がPの
0-面となることである。凸多面体Pの頂点全体の集合を頂点集合という。
また、Pの1-面をPの辺という。さらに、dim P=αのとき、Pの(α-1)
面をPのfacetという。
定理 1.3.12 RⅣ内の凸多面体Pが部分集合χの凸閉包であるとき、P
の頂点は、Xに含まれる。
証明 αをPの頂点とすると、P∩∬={α}となる支持超平面∬があ
る。 このとき、系1.3.9よりP∩″=θOⅣy(If∩χ)={α}となる。 し
たがつて、〃∩X={α}となるので、Pの頂点は、χに含まれる。 □
P=θOⅣ7(X)のとき、頂点集合yはxに含まれていることは分
かったが、このとき、頂′点集合yだけで十分であろうか、つまり、P=
θOⅣy(y)となるだろうか。3次元で凸多面体を想像すれば直観的に正
しいと感 じられるが、実際にこれはⅣ次元で正 しい。つまり、次が成 り
立つ。
?
?
?
?
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定理 1.3.13 RⅣ内の凸多面体Pに対 し、Pの頂′点集合をyとすると、
P=θO/VT/(y)となる。
また、凸多面体Pの境界部分はPの面の和集合であることは3次元で
凸多面体を想像すれば正しいと感 じられるが、実際にこれもⅣ次元で正
しい。つまり、次が成 り立つ。
定理 1.3.14凸多面体Pについて、∂PはPの面の和集合に等しい。
定理 1.3.13と定理 1.3.14は、2次元や3次元では直観的に正しいと感 じ
られるが、一般の次元では証明を要することであるし、2,3次元でも厳密
な証明はやや工夫を要する。 しかし、ここではこれ らを正 しいと認めて
議論をすすめる。詳 しい証明については2]を参照されたい。
定理
き、
(1.動
証明
.,“υ}とすると
分条件は
????‐「?
。?．?????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
と表
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凸多面体
であるとする。
に対して、"グ超平面
″={Z∈RⅣI[α,Zl=b},α∈RA7,b∈R
がPの支持超平面で、P⊂〃(),P∩∬=Fであるとし、
〃∩{"1,“2,・…,"υ}={"1,・…,"s}(1≦S<υ)
とおく。(S=υとすると、定理1.3.13よりP=θOⅣ1/({"1,・…,“π})⊂〃
となつてしまうからs<υとなる。)このとき、
し,al=b(1≦j≦Sのとき)
レ,“′]>b(S<J≦υのとき)
Pの任意の面F
り、空間RNの
第1章 凸多面体の基礎
であるから、
し,d=Σちレ,亀]>bΣち=b
23
づ==1
となるので、
“
はFに属さない。したがって、"グ∂Pである。次に、必要性を示すために点
“
がPの内部P―∂Pに属すると仮定し、
とおく。上の結果より、z∈P―∂Pである。
“
∈P―∂Pより、T/7をP
の張るアフィン部分空間として、Bd(“)∩p1/⊂Pとなる正の数αが存在
する。このとき、3α(a)∩p1/の内部の点νは、全てPの点である。
"=zのときは、(1.3)によって、示すことは何もないので"≠zとす
る。このとき、線分 z“を"の側にほんの少し (長さα未満)延長した′点
をνとすると、νcPで"は線分 zυを内分する。
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(1.4)
つまり、実数0<ι<
のとき、P=θOⅣy({
とすれば、
となる。このとき、
1で
“
=(1-ι)ν+;Zとなるものが存在する。
“1,…
.,"υ})より、
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であり。また、
ΣE((1-ι)S,+ι(:))=ΣISt―
ι
Σ」
St tt ι
=1-ι+ι
=1
となるから、式 (1.4)は式 (1,2)の形の表示 となっている。
1.4 単体
定理 1.4.l RⅣ内の次元αの凸多面体Pの頂点の個数は、少なくともα+1
である。
証明 RⅣ内の凸多面体Pに対して、Pの次元=スFF(P)の次元 とな
る。Pの頂点集合1/={"1,,…,"υ}とすると、定理1.3.13より、P=
θθⅣ1/(y)なので、定理 1.2.7も用いて
AFF(P)=AFF(θOⅣy(y))
=AFF(1/)
=(“2~"1,・…,"υ一
“
1)+"1    (1・5)
となる。よつて、
Pの次元 =dim("2~"1,…., υ―"1)     (1・6)
であり、したがつて、α≦υ-1であるので、υ>d+1となる。   □
定義 1.4.2 RⅣ内の次元 αの凸多面体Pの頂点の個数が α+1であると
き、Pをα単体とい う。
定理 1.4。3P=θOⅣy({“0,….,“d})がα単体ならば、
(″1-“o),…・,("α―
“
o)
は1次独立となる。
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□
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証明 RⅣ内のご次元単体P=σOⅣT/({"o,・…,"α})について、定理
1.3.12より、頂′点は、全て{“0,.…,"d}に含まれる。Pはα単体なので頂
点α+1個だから、{"0,・…,"d}が頂点全体の集合に一致する。式(1.5)、
式(1.6)と同様にして、
dim(・1-πo,.…,"α~"0)=Pの次元 =α
となる。よつて、
(“1-“o),…・,(“α一
“
o)
は、("1-"o,….,“d―"0)の基底 となり、 1次独立となる。
25
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第2章 錐の中の格子点
第 1章では、この論文での基礎 となる用語 。概念を定義 してきた。こ
の第 2章では、論文のテーマとなっているエルハー ト多項式について具
体的な例を挙げながら考えていく。実際、エルハー ト多項式に関する理
論は任意の凸多面体に対して成 り立つことがわかっているが、まず、こ
の章の後半では単体についてのエルハー ト多項式を考えることとする。
2.1 エルハー ト多項式
まず、必要な用語を定義する。
定義 2.1.1空間RⅣ内の点α=(αl,α2,,…,αⅣ)に対して、
・ αが整数点、または格子点であるとは、αづ(1≦j≦Ⅳ)が全て整数
であること
・ αが有理点であるとは、αづ(1≦づ≦Ⅳ)が全て有理数であること
とする。
定義 2.1.2空間RⅣ内の凸多面体Pに対して、
・ Pが整であるとは、Pの任意の頂点が整数点であること
・ Pが有理的であるとは、Pの任意の頂点が有理点であること
とする。
定義 2.1.3 RⅣ内の集合χ、及び、自然数 ηについて
ηχ={ηαlα∈χ}
と定める。つまり、ηχ とは原点を中心としてXをη倍に拡大した図形
である。
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定義 2.1.4空間RⅣ内のPを次元dの整な凸多面体とする。このとき、
各自然数η∈Nに対して、整数
`(民
η)ヽ ダ(民η)を、
・ づ(P,η)=‖(2P∩ZⅣ)
・ j*(民η)=1(ηP―∂P)∩ZⅣ)
と定義する。ただし、集合Xに対してIXとは、Xの要素の個数を表す。
つまり、」(民η)とはヽηPに含まれる整数′点の個数であり、づ*(P,η)とはヽ
ηPから境界をのぞいた部分に含まれる整数点の個数のことである。今、
各自然数ηに対して、ηP,η(P―∂P)は有界であるので、
1(ηP∩ZⅣ), ‖(η(P―∂P)∩ZN)
は無限大とはならずに自然数となる。
Pを拡大した多面体の中の整数点を数えるかわりにPの中のある種の
有理点の個数を数えると考えることもできる。
命題 2.1.5空間RⅣ内の整な凸多面体 P、 及び、整数ηに対して、
1.づ(P,η)=#{α C Plηα∈ZN}
2.グ(P,η)=#{αC(P一∂P)lηα∈ZN}
となる。
証明
り:{αCP∩QⅣlηα∈ZN}→ηP∩ZⅣ
を原点中心のη倍の拡大写像とすれば、これが全単射であることは明ら
かであるから、1が成 り立つ。PをP一∂Pに置き換えれば、2も同様に
示される。                            □
J(P,η)ヽ ダ(民η)はヽ Pの整数ベク トルの平行移動で不変である。つま
り、次が成 り立つ。
命題 2.1.6 ZⅣ内のベク トルtとして、RⅣ内の整な凸多面体Pをtだけ
平行移動 した多面体をP′とすると、
1.づ(P,η)=を(P′,η)
第2章 錐の中の格子点
2.づ*(P,η)=j*(P′,η)
となる。
証明 ηP′はηPを整数ベク トルだけ平行移動したものになることを示せ
ばよい。ZN内のベク トルt及び、自然数 ηとして、
∫:RⅣ→ RⅣ,   ノ′:RⅣ→ RAr,   θ:RN~→RAr,
を
∫(")=“十t,  ∫′(")="+ηt,  θ(“)=η“
と定めると、
ηP=g(P),     P′=∫(P),     ηP′=θoノ(P)
となる。このとき、RⅣ内の任意の元"に対して、
gO∫(π)=g(∫π))
=g(・+t)
=η(“十 t)
=ηπ tt ηt
=∫
′Og(“)
となるので、
ηP′=goノ(P)=ノ′Og(P)=∫′(ηP)
となる。したがつて、j(P,η)=づ(P′,η)となる。PをP―∂Pにおきかえ
れば、2も同様に示すことができる。               □
ここで、2次元の例で,(民η),づ*ば,η)の定義を確認しておく。
例 2.1.7頂′点(5,0),(0,4),(7,6)を持つR2内の三角形F(図2,1を参照)を
考える。このときの、づ(F,1)、づ(F,2)、を(二3)とづ*(F,1)、j*(F,2)、j*(二3)
を求める。実際、格子点の数を数えると、
づ(二1)=22        づ*(二1)=18
り(二2)=81        づt(二2)=73
づ(民3)=178        づ*(F,3)=166
となる。
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図 2.1:2次元の格子点数
これらの数列
づ(二1),を(民2),づ(二3),….
グ(F,1),ダ(F,2),づ
*(F,3),…
.
には何か規貝J性があるのだろうか。そこで、一般項が計算できるような
例で考えてみる。
例 2.1.8頂′点(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)を持つR3内の四面体Fを
考える。このFは、単位立方体と4頂点を共有する正四面体である。こ
のときの、づ(二η)、 グ(F,η)を求める。
nFは図2.2のようになる。これを、″ν平面に平行な面で切つて、その
断面の格子点の数を考えていく。
1.z=ηの断面の格子′点はη+1個である。(図2.3参照)
2.z=η-1の断面の格子点は 3η-1個である。(図2.4参照)
3.z=η一づの断面の格子点はη+2ηj-2づ2+1個である。
(図2.5参照)
上記の3について、計算の詳細を以下に示す。(0,0),(ηη)を結ぶ線分
を対角線とする正方形内の整数点の数は、(η+1)2となる。ここから、余
29
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図 2.2:Fをη倍 した図形 ηF
y
図 2.3:z=ηの断面      図 2.4:z=η-1の断面
分な整数′点の個数を取 り除いて考える。図 2.5の(1),(2)の部分の格子′点
の数は合わせて、
2×(1+2+3+・・・+づ)=づ(を+1)
となる。同様に、図 2.5の(3),(4)の部分の格子点の数は合わせて、
2×(1+2+3+…・十 (η一j))=(η一づ)(η―j+1)
となる。 よつて、求めたい格子点の数は、
(η+1)2_(η_j)(η一j+1)一づ(を+1)=η+2ηを-2を2+1
である。 この式は、づ=0,ηでも成 り立つ。
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6):
図 2.5:z=η―りの断面
以上より、
づに→=ΣEC+2磁-2′十⇒
づ=0
η3+3η2+5η+3
0.1)
となる。
次に、づ*(二η)を考える。グ(二η)は、づ(二η)の境界上の格子点を除い
たものなので、Fの境界上の格子′点を考える。
1.z=ηもしくは、z=0の断面の境界上の格子点はη+1個である。
2.0<づ<ηのとき、z=η―をの断面の境界上の格子点は2η個であ
る。(図2.5参照)
となる。したがつて、
ダ(二η)=   づ(二η)一{2(η+1)+2η×(η-1)}
η3+3η2+5η+3=       3      ~{2(η+1)+2η×(η-1)}
η3_3η2+5η-3 ●・2)
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となる。
以上の計算結果から得 られた式 (2.1)と式 (2.2)を見比べると、奇妙な
一致が見られる。まず、このときが(二η)とづ(F,η)は、ηに関する多項式
になっている。また、ダ(二η)とづ(二η)の次数は等 しく、さらに、各次数
の係数の絶対値が等 しくなり、最高次数の 1つ下の項の係数から1つお
きに符号が逆転 している。これは、偶然の一致ではなく、この単体に限つ
て見られる現象ではない。このような、づ*(P,η)やり(P,η)の値を示すηに
関する多項式を多面体Pのエルハー ト多項式とい う。そして、この2つ
の式の間には、エルハー ト多項式の相互法則 とよばれるある関係式が成
り立っている。このエルハー ト多項式、及び、その相互法則に関わる事
柄がこの論文での主たるテーマである。
これらのエルハー ト多項式、及び、その相互法則はフランスのウジェー
ヌ・エルハー ト(Eugene Ehrhart)により1960年頃 発見された。ウジェー
ヌ・エルハー トの研究のほとんどは、エルハー トがス トラスブール (フラ
ンス)でリセの教師をしているときに行われたものである。 リセとい うの
は、フランスの後期中等教育機関であり、日本の高等学校に相当する。ウ
ジェーヌ。エルハー トは22歳の時に、高校教員の資格を得て、いくつかの
高校で教員を行 う。そして、高校の教員をしながら、自分の時間をつかつ
て数学の研究に打ち込んだのである。彼は、40代の頃から論文をかきは
じめる。その後、同僚の求めに応 じて60歳で博士号を得た。(卜]参照)
また、ウジェーヌ。エルハー トはエルハー ト多項式に関する上述の相互法
則、エルハー トーマクドナル ドの相互法則を予想して、様々な特殊な場合の
証明を行つた。その約10年後の1971年にマクドナル ド(I,G.Macdonald)
が一般の場合の証明を発見した。本当は、エルハー トーマク ドナル ドの相
互法則は凸多面体だけではなく、もう少 し条件を緩めた多面体に対 して
も成立し、実際、多様体と同相な多面体複体に対 しても成 り立つことが
知 られている。
2.2 単体内の格子点
これまで、凸多面体Pについてづ(民η)、 づ*(P,η)を考えてきたが、この
節ではまず、単体Fに関するJ(二η)、 グ(二η)について考えていきたい。
定義2.2.lFをRⅣ内の整α単体とし、Fの頂′点集合を{υO,υl,…。,υd}
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とするとき、Fを
P={(α,1)∈RN+11α∈F⊂R旬
と定義する。
つまり、 1つ次元が高いRⅣ+1内の/V+1番目の座標が0の超平面にF
をおき、このFをⅣ+1番目の座標の方向へ1だけ平行移動 したものを
Fとする。(図2.6を参照)このとき、P⊂RⅣ+1も整α単体であり、その
頂点は
(υo,1),(υl,1),・… ,(υd,1)
となる。以下、(υt,1)をうと表記する。
図 2.6:Fを平行移動 したF
FをRⅣ内の整 α―単体とするとき、Fの境界 ∂Fは
∂P={(α,1)∈RⅣ+11α∈∂F⊂RN}
となる。
定義 2.2.2FをRⅣ内の単体とし、定義2.2.1で述べた記号を用いる。
のとき、RⅣ+1内の部分集合θと∂θを
・ θ={γβlβ∈F, 0≦r∈R}
33
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・ ∂θ={rβlβ∈∂F, 0≦r∈R}
とする。
以下、この節全体を通 じて、定義 2.2.1と定義 2.2.2の記号を用いる。
補題 2.2.3このとき、
θ一∂θ={γβlβ∈(F―∂F), 0<γ∈R}
である。
証明 まずは、θ一∂θが {γβlβ ∈
『
―∂⊃, 0<γ∈R}に含まれる
ことを示す。"をσ一∂θの元とすると、“
はθの元となるので、定義
2.2.2より、
"=γβ (β∈F,0≦γ∈R)
となる。このとき、β∈∂Fとすると、“
∈∂θとなり、矛盾。また、γ=0
とすると、"=0∈∂θとなり矛盾。したがつて、
β∈F一∂F, γ>0
となる。
次に逆の包含関係を調べるために、
γβ∈RN+1 (γ>0,β∈F―∂F)
という元を考える。このとき、γβ∈θはθの定義から明らか。あと
は、γβグ∂θを示せばよい。もしも、γβ∈∂θと仮定して、つまり、
γ′≧0,β′∈∂Fについて
γβ=γ′β′              (2.3)
とすると、γβ、γ′β′のAr+1番目の座標はγ,γ′だからγ=γ′となる。し
たがって、γ≠0より、式(2.3)の両辺をγで害Jると、β=β′∈∂Fとな
る。これは矛盾なので、γβ¢∂σとなる。よつて、γβ∈θ―∂θを得る。
□
次の補題2.2.4により、θやc一∂θ)の格子点を調べることと、づ(二η)、
グ(F,η)を求めることを関連づける。
補題 2.2.4空間RⅣ内の単体 F、 及び、自然数ηに対 して、
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1.づ(F,η)=‖{(Z,η)∈θlZ∈ZN}
2.グ(ft η)=‖{(Z,η)C(θ―∂θ)IZ∈ZⅣ}
となる。(図2.7参照)
図 2.7部分集合 θ
証明 まず、1について考える。自然数 ηを1つ固定
‖{(Z,η)∈θlZ∈ZⅣ}=1(θ∩{(″1,…・,″N+1)|″Ⅳ+1
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したとき
=η}∩zN+1)(2.4)
∩Z/tr+1)   (2.5)づ(二η)=‖(ηF∩ZA7)=‖({(“,η)|"∈ηF}
より、
σ∩{(″1,.…,χⅣ+1)|″N+1=η}={(",η)|"∈ηF} (2.o
を示せばよい。
まず、θ∩{(・1,・…,χⅣ+1)|″Ⅳ+1=嗜の元が、{(“,η)lπ∈ηF}に含ま
れることを考える。θの任意の元は、定義2.2.2より、あるFの元β、0
以上の実数rを用いて、rβと表すことができる。このとき、rβの座標を
rβ=(″1,・…,″Ⅳ+1)
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とおくと、このとき、″Ar+1=ηをみたすことはr
βがFの元よりβ=(“′,1)(ただし、“
′はFの元)
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=ηを意味する。よつて、
とすると、ηβ=(η
“
′,→
となる。
逆に、{(“,η)|“∈ηF}の元(",2)に対し、ある元α∈Fがあつて、
"=ηαとなるから
(π,η)=(ηα ,η)=η(α,1)
となり、(α,1)∈Fよりθ∩{(″1,・…メN+1)|″N+1=η}の元となる。し
たがつて、1が成 り立つ。
次に、2について考える。 自然数 ηを1つ固定したとき
‖{(Z,η)∈(θ― ∂θ )IZ∈ZN}=1((θ一 ∂θ )∩{(・1,…・,″A7)|″Ⅳ =η}∩ZN+1)
(2.7)
グ(二η)=1(ηF―∂F)∩ZAr)=‖({(",η)|"∈η(F一∂F)}∩ZIV+1)
(2.8)
より、
(θ一∂θ)∩{(・1,・…,″Ⅳ)lπⅣ=分={(",η)|"∈η(F―∂F)}(2,9)
を示せばよいが、式 (2.9)は式 (2.6)と同様に示される。      □
補題 2.2.4によつて、づ(二η)、 づ*(二η)がθや θ―∂θ内の格子点を調
べることに帰着されたが、次の定理によってθ内の点は一意的な表示を
もち、そのことが格子点の個数のカウン トに重要な役割を果たす。
定理 2.2.5θ内の任意の′点αは、非負の実数 rO,.…,rdを用いて
α=Σ甑
2=0
の形に表される。また、このとき、rO,.…,raはαによつて一意的に定まる。
証明 島 とは、(υを,1)∈RⅣ+1のことであるから、まず、αが
α=Σ亀0ぉり,①≦ぼ噂
づ=0
p.1の
第2章 錐の中の格子点
と表すことができるのかを考える。Fの頂′点は、{(υo,1),…,(υぁ1)}で
あるから、定理1.3.13により、
F=θOⅣy((υO,1),…・,(υd,1))
なので、Pの任意の元βは定理1.2.5より、
β=ΣちC,⇒,0≦ち∈RΣち=1
を=0                      づ=0
と表される。θの任意の元α=rβ(0≦r∈R,β∈F)について、
α=rβ
=rΣち鴎⇒
づ=0
d
=Σrち鶴1)     0・1⇒
じ=0
と表すことができる。このとき、γ≧0、 ιづ≧0であるから、rtづ≧0であ
り、式 (2.11)は式 (2.10)の形の表示の1つである。
次に、一意性について考えていく。そのためには、(υO,1),….,(υd,1)が
1次独立になることを示せばよい。そこで、いま、実数 れ(j=0,一α)
について、
Σんαωら⇒=0      0.1幼
づ=0
と仮定したとき、れ=0(づ=0,…・,α)を示す。式(2,12)が成り立つとき、
ΣんづQ=0かつΣたじ=0
を=0                 づ=0
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となり、Σκj=0よりた0=ΣE(一れ)となる。よつて、
」=0               を=1
d
ΣンをQ=たoυo十たlυl十た2υ2+…十考aυd
づ=0
=嵯閉)中山動…伽d
=(一た1-ん2~…°~たa)υO十たlυl+た2υ2+…°十んdυd
=た1(υl―υo)+た2(υ2~υO)+…・十たd(υd一υo)
=0
である。F=θOⅣy({υo,・…,υご})がα次元単体なので、定理1.4.3より     ´
(υl―υo),…。,(υd―υo)
は1次独立である。 したがつて、
た1=た2=…・=たd=0
となり、た0=Σ(―たを)=0であるので、
j=o
(υo,1),,…,(υd,1)
は1次独立である。                       □
定理 2.2.6θ―∂θ内の任意の点 αは正の実数 rO,.…,raを用いて
α=Σ勉
2=0
の形に表される。また、このとき、r。,.…,γαはαによって一意的に定まる。
証明 Fの頂′点集合は(υO,1),…(υぁ1)である。補題2.2.3によりθ―∂θ
の元をαとすると、α=rβ(r<0,β∈F―∂F)と表すことができる。
d
定理1.3.15より、j―∂クの元βはΣンj=1をみたす0<ιづ∈Rを用い
う=0
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てヽβ=Σ〕tt(υを,1)と表すことができるので、
づ=0
α=rΣちしら1)
0=0
α
=Σrち0ぁつ
を=0
となる。このとき、γ>0,tj>0より0<rιを∈Rとなるので、rづ=rιぅと
おけば
d
α=Σ・しら⇒,0<ばR
を=0
と表すことができる。またこのとき、定理2.2.5の証明により(υO,1),…・,(υぁ1)
が1次独立であるから
d
α=Σ勉
ゼ=0
と表 したときのrtはαによつて、一意的に決まる。        □
定義 2.2.7 RN+1内の2つの集合SとS*を次のように定める。
・S={α∈θ∩ZⅣ+11α=Σ亀れ,1),0≦亀<1,吻∈R}
`=0
a
・S*={α∈θ∩ZⅣ+11α=Σ亀鶴,1),0<亀≦1,ぼR}
づ=0
Ⅳ=1として例をあげてS,S*を説明する。膠 内の1単体Fとは、R
内の線分である。このFに対するPを図 2.忌では、"1軸に平行な太線で
示した。このときの、Pの端点が00,01に相当し、Sは
r000+γ101(0≦rO<1,0≦rl<1,γO,rl∈R)
S*は
r000+r101(0<rO≦1, l1,rO,rl∈R)
と表される元の集合で、図2.8では、斜線の平行四辺形の部分になる。
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図 2.9:Sの格子点 図 2.10:S*の格子点
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図 2.8:S
S
｀ヽ、、、、、、。r・
´
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ただし、図2,9,図2.10に示すようにSは下の点を含み、S*は上の点を
含む。それゆえS,S*を平行移動した図形によつてそれぞれθ,σ一∂θを
重複なくしきつめることができる。
N=2なら、S,S*はRⅣ+1=R3内の平行六面体となる。
Ⅳ >3のときは、それに類する高次元の図形 (平行多面体)となり、
Ⅳ=1のときと同様に、S,S*を平行移動した図形によつてそれぞれが
θ,σ一∂θを重複なくしきつめることができる。だが、それは直観的には
明らかではない。しかし、そのことが次の補題 2.2.8とネ甫題 2.2.9のアイ
デアとなつている。
補題 2.2.8θに含まれる任意の整数点αに対して、
1.
α=Σ銑0ぉ⇒+β
づ=0
となるような0≦Q∈Zとβ∈Sが存在する。
2.また、この表示は一意的である。つまり、α∈θ∩ZⅣ+1に対して、
式 (2.13)をみたす整数QとSの元βは1つに定まる。
証明 θ∩ZAr+1の元αに対して、定理 2.2.5より、あるrづ≧0があつて
α=Σ亀Q,1)
j=o
α
=ΣEL]0ぉ1)十
づ=0
となる。ただし、実数 r
d
する。αとΣL10ぁつ
づ=0
Σ幌―Ll)。ぁつ
づ=0
もZⅣの元となる。さらに、1>(ra―Ll)≧0なので、
β=Σ仁―Ll)0ぉ1)
じ=0
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Σ幌―Ll)0ぉ⇒
j=o
に対し、レ]はr以下の整数の中で最大のものと
は、ともにZⅣ+1の元であるから、
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とおくと、βはSに属する。したがつて、
α=Σ%0ぁ⇒十β,0≦Q∈Z,βCS
を=0
となる。
次に2について考える。
α=Σ%。ぁ⇒+β
α=0
d
=Σα。ぁ⇒+β
を=0
となる0以上の整数%,cとSの元β,β′が存在すると仮定する。β,β′は
Sの元であることより、
β=Σちしら⇒,0≦ち<1
づ=0
d
β=Σttωら1),0≦場<1
を=0
となる実数 ιづ,t:がある。 したがつて、
α=ΣEQa,⇒十β=Σ鮎+→しら⇒
づ=0               を=0
a                  d
=Σdゆ,⇒+β=Σに十のしら1)
を=0              を=0
となる。ここで、定理 2.2.5より、(υO,1),…・,(υd,1)は1次独立だから
Q tt ιを=C ttι:
となり、その値をγ。とおくと
9づ=g:=Irづ], ιづ=ι:=rを一 [r,]
である。したがつて、
9づ=a, β=β′
となるので、2は示された。                   □
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補題 2.2。9(θ―∂θ)に含まれる任意の整数点αに対して、
1.
ご
α=ΣQOぁ⇒十β,   い→
づ=0
となるような0≦%∈Zとβ∈S*が存在する。
2.また 、 こ の 表 示 は 一 意 的 で あ る 。 つ ま り 、 α ∈ c一 ∂θ)∩ZN+1に
対して、式 (2.14)をみたす整数QとS*の元βは1つに定まる。
証明 (θ―∂θ)∩ZⅣ+1の元αに対して、定理2.2.6より、あるra>0が
あつて、
α=Σ・ しら⇒じ=0
d                       d
=ΣE(L]―⇒0お⇒+ΣE偽―(降1-⇒)しら⇒
となる。ただし、実数rに対して、「r]はr以上の整数の中で最小のもの
とする。このとき、「rづ1-1は
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とおくと、βはS*に属する。したがつて、
α=ΣEQ。ぉ⇒十β,0≦は Z,β∈S*
づ=0
となる。
次に2について考える
α
α=Σ銑に,0+β
t=0
d
=Σα銭,⇒十β
づ=0
となる0以上の整数gを,CとS*の元β,β′が存在すると仮定する。β,β′は
S*の元であることより、
β=Σち0ぁり,0<ち≦1
」=0
d
β=Σちωら⇒,0<弓≦1
を=0
となる実数 ιらι:がある。 したがつて、
α=ΣEQωら⇒+β=Σ協十の0ぁ⇒
を=0               づ=0
d                   d
=Σα鶴,⇒+β=Σに十のに,⇒
じ=0               を=0
となる。ここで、定理 2.2.5より、(υO,1),…・,(υぁ1)は1次独立だから
g二十ι`
=α ttι:
となるので、その値を rづ とおくと
銑=α=「rじ]_1, ιじ=ι:=rじ―「rづ]+1
である。したがつて、
働=g;, β=β′
となるので、2は示された。                   □
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第2章では、エルハー ト多項式について考えるために錐θの中の格子
点を数えることを考えてきた。この第3章では、第2章で行つていた格子
点の数え方を工夫することにより、エルハー ト多項式を考えていきたい。
この第3章でも、第2章の後半からひきつづき、単体について考える。
3。1 形式的幕級数
エルハー ト多項式を考えていくうえで、形式的幕級数が重要な手法と
なる。この節では、形式的幕級数について基礎的なことを述べる。
定義 3.1.lQ囚を、Qを係数とする人に関する多項式の集合とする。た
だし、λは不定元である。
定義3.1.291λ]]をQを係数とする人に関する形式的幕級数の集合とす
る。つまり、Q[[λ]]の元は、
ΣQメ=αo+αlλ+α2入2+…+απλη+… れ∈Q
づ=0
0.1)
と表されるものである。このとき、この級数の収東については考慮せず形
式的な式として扱う。つまり、式(3.1)は係数に現れる数列{αO,αl,α2,・…}
の1つの表し方にすぎない。数列{α。,αl,α2,…・}が与えられたとき、数
列の各項を係数にもつ、
αO+αlλ+α2λ2+….+απλπ+.…
という形式的幕級数のことを数列{απ)の母関数という。
あるηがあつて、づ>ηとなる各 づについて、αづ=0のときは、形式的
幕級数∫(λ)=Σ〕αづλりを単にαO+…・+απλれとかく。この意味でoぃ]]
は、Q囚を部分集合として含んでいる。
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定義3.1.3Q[[λ]〕上の演算として、カロ法と乗法を次のように定める。す
なわち、Q[[λ]]の元∫(λ)=Σ〕αjλを、θ(λ)=Σttλうに対して、
じ=O             t=0
・ バλ)+θ(λ)=ん(λ)となるん(λ)をん(λ)=Σ(αづ十bづ)λづと定める。
づ=0
・ ∫(λ)g(λ)=p(λ)となるP(λ)=Σpηメを
t=0
Pれ==αoわれ―十αlbπ_1-十・・・―十απb0
= Σ  αsbι
S+t=れ
S≧0,t≧0
により定める。
明らかにこれ らは多項式の和・積の拡張となっている。特に、和 。積が可
換なこと、和について結合法則が成 り立つことは明らかであろう。また、
次のことも容易に分かる。
・ 全ての係数が0の形式的幕級数を0と表すと、0が和についての単
位元であること
・ バλ)∈aレ]]の全ての係数の符号を逆にした形式的幕級数を一∫(λ)
とすると、一バλ)が和についての逆元であること
・ 0次の係数が1で、それ以外の係数が0である形式的幕級数を1と
表すと、1が積についての単位元であること
命題 3。1.4Q[[λ]]の元∫(λ),θ(λ),ん(λ)に対して、分配法則
(∫(λ)+g(λ))ん(λ)=∫(λ)ん(入)+g(λ)ん(λ)
が成り立つ。
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とすると、
以上よりλつの係数は、
ΣEにCt tt bづCの
づ+υ=π
`≧
0,色≧0
ΣE QCし十bをCの
を十し=π
づ≧0,し≧0
となる。 したがつて、入れの係数が上と同じになる。 したがつて、形式的
幕級数にも分配法則がなりたつ。                 □
命題 3.1.5Q[p]]の元 ∫(λ),g(λ),ん(λ)に対 して、結合法則
(∫(λ)g(λ))ん(λ)=∫(λ)(g(λ)ん(λ))
が成り立つ。
証明 ∫(λ)θ(λ)のλれの係数は、定義3.1.3より、
しobπ+αlbη_1+…+απbめ=Σ αsbι
S+t=れ
S≧0,t≧0
となる。
αsbtcし
Sttι+し=れ
S≧0,ι≧0,し≧0
となる。
一方、θ(λ)ん(λ)の人れの係数は、
OoCπ+blCn l+…+bπ60)=Σ bιCし
t+し=π
t≧0,し≧0
となる。
幕
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以上より入れの係数は、
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???????となるので、 級
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次に、積に関する逆元について考察する。そのために、例として、q[λ]]
の元∫(λ)=1+人に対して、/1λ)g(λ)=1となるg(λ)が存在するか調
べる。
ハ)=1+λヽ gO)=ΣEろo+blλ+…十ろぅメ+.…
づ=0
とおくと、
∫(λ)θ(λ)=bo+(bo+bl)λ+( +b2)λ2+….+(b.1+bj)λを十.…
となるので、∫(λ)θ(λ)=1となるためには、
bO=1
bO+bl=0
bを_1+bを=0
となればよい。 したがつて、bO=1,bl=-1,b2=1,…・とな り、
gO)=1人+λ2_λ3+….=Σ←げメ
じ=0
となる。実際、このときバλ)g(λ)=1となる。
このように、形式的幕級数においては、多項式と違い、次数がづより大
きなQ[[λ]]の元どうしをかけても、次数がを以下のQ[[λ]]の元になること
もある。
定理3.1.6Q[[λ]]の元バλ)=Σ〕αづλをとする。このとき、αO≠0ならば、
バλ)g(λ)=1となるg(λ)が唯1つ存在する。
証明 Q[[λ]]の元g(λ)=Σ〕♭づλをとする。θ(λ)が∫(λ)g(λ)=1をみたす
を=0
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ためには、
αObO_1
%bl+αl♭0_0
αOb2~十αlbl―十α2bO―-0
oObづ十…+QbO=Σ αsbt=0
S+ι=じ
S≧0,ι≧0
をb」が満たすことが必要かつ十分である。実際、α。≠0であれば、上の
式をみたすbO,bl,.…が
bO=上
α0
bl=一
:メ
αlbO)
仇=鎌に1-+昴め
により、順次定まるし、gO)=とンじノがハ)g。)=1を満たすために
は、この式を満たす必要がある。 したがつて、g(λ)は唯一に定まる。 □
定義3.1.7Q[[λ]]の元バλ),g(ハ)に対して、∫(λ)g(λ)=1のとき、g(λ)
をバλ)の(積についての)逆元といいg(λ)=∫(λ)1と表す。
命題 3.1。8∫(λ)をQ[Iハ]]の元で逆元をもつとき、
1.(∫(λ)~1)~1=ノ(λ)
2.(∫(λ)~1)ご=(ノ(λ)d)~1
を満たす。ただし、αは自然数である。
証明 まず、1について考える。g(λ)=バλ)1とおくとヽ バλ)θ(λ)=1
となる。よつて、θ(λ)バλ)=1となるので、
∫(λ)=g(λ)~1=(バλ)1)1
第3章 単体のエルハート多項式
となる。
次に、2について考える。1と同様に、g(λ)=∫(λ)~1とおくと、
∫(λ)g(λ)=1
となる。よつて、
(∫(λ)g(λ))d=1
であるので、
∫(λ)ag(λ)a=1
となる。したがつて、
(∫(λ)a)1=g(λ)d=(∫(λ)1)ご
となる。
(∫(λ)~1)aと(∫(λ)a)1は等しいので、これらを∫(λ)~dと表す。
3.2 錐の中の格子点の母関数による数え上げ
定義 3.2.1凸多面体Pに対して、数列づ(民η)、 t*にη)に付随する母関
数F(P,λ)、 F*(P,λ)を
・F(P,λ)=1+ΣE`(民η)λπ
π=1
∞
・F*(民λ)=2Eダ(P,η)λπ
π=1
と定義する。
定義 3.2.2空間RⅣ+1内の整数点 α=("1,…。メN+1)に対 して、″N+1を
αの次数と呼ぶこととし、deg αで表す。
定義3.2.3ん(λ)(α∈0を集合スの元を添え字とするQ[[λ]]の元の族と
する。このとき
FO)=Σん0)
α∈A
?
?
?
?
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という和を考えたい。そのために、各ん(λ)の係数を
九(λ)=αF)+αl→λ+.…
とするとき、F(λ)のη次の係数をα篇)(α∈ぅ の和としたい。しかし、A
が無限集合のとき、α絆)(α∈■)の無限和がうまく定義できない。そこで、
そのような和を考えるのは、任意の自然数ηについて、ん(λ)のη次の係
数が有限個のん(λ)をのぞいて全て0である場合に限ることとする。その
とき、各η毎に、ん(λ)の0でないη次の係数を足し合わせてF(λ)の入
れ
の係数とする。
以下この章ではFを空間RN内の単体として、定義2.2.1と定義 2.2.2
のθやθ―∂θ、定義2.2.7のSやS*などの記号を用いることとする。そ
して、F(二人)などを調べていく。まず、次の母関数
を定義3.2.3に沿って考える。θ(λ)のλπの係数について、
●η=0のとき、λdeg α=λOとなるのは、deg α=0のとき、つまり、
α=0のときのみである。したがつて、λOの係数は1となる。
●η≠0のとき、λdeg α=λπとなるのは、deg α=η、つまり、
‖{α∈θ∩ZⅣ+11 degα=η}
だけあるから補題 2.2.4により、づ(F,η)だけある。 したがつて、λπ
の係数は、づ(二η)となる。
また同様に、
θ*(入)= λdegα
を定義3.2.3に沿つて考える。G*(λ)の入れの係数について、
●η=0のとき、λdegα=人0となるようなα、つまり、deg α=0と
なるようなαは存在しない。
●η≠0のとき、人deg α=入れとなるのは、deg α=η、つまり、
1{αC(θ―∂θ)∩ZⅣ+11deg α=η}
だけあるから補題 2.2.4により、づ*(F,η)だけある。 したがつて、λ
π
の係数は、ダ(二η)となる。
6)(λ)==   Σ  λ
degα
α∈σ∩ZⅣ+1
Σ
α∈(σ―∂σ)∩ZⅣ+1
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以上のことより、次の定理が成 り立つ。
定理 3.2.4
Σ λ“gα=1+ΣEりに→入れ
α∈θ∩ZIN7+1           れ=1
Σ λ“gα=Σダに→λπ
αC(σ―∂0)∩ZN+1        れ=1
が成 り立つ。
σ∩〃叫1∋αに対して、
λdegα=ん(λ)
とおくと、定理3.2.4より
F(F,λ)= Σ  ん(λ)
α∈σ∩ZⅣ+1
F*(F,λ)=  〕Σ  ん(λ)
αC(σ一∂0)∩ZⅣ+1
となる。このとき、補題 2.2.8、補題2.2.9により、次の2つの写像
ψ:   Ng+1×s__〉     θ∩ZAr+1
鮨“…勘,の→ α=Σ偽協,⇒十βじ=0
9*:  Ng+1×s*_→  (θ―∂θ)∩ZN+1
∪           ∪
d
0ぃ…りgぁの→ α=Σ%銭,⇒+β
づ=0
は全単射である。(ただしヽ No=N∪{0})そこでヽ これらの全単射を用
いた添え字のとりかえにより、
53
及び、
Σ ん。)= Σ ん鮎,oO)
α∈0∩ZⅣ+l        Ng×sD(9,,β)
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Σ ん。)= Σ んoぉの0)
α∈(C一∂σ)∩ZN+l       Ng×s*∋(。,β)
となり、さらに、
ん(9,,β)=λ
deg(ψ(9t,β))=λ9o++¨9ιttdeg β
であるので、以下の定理が成り立つ。
ズ己理塁 3.2.5
F(二人)=
F*(二λ)=
λ90+…+9attdeg β
λ90+…+Qttdeg β
が成 り立つ。
定理 3.2.5の右辺は直積集合を添字 としているので、これを分解すること
を考える。
補題3.2.6直積集合五×3を添え字とする母関数の族ムαβ)(λ)((α,β)∈
A×3)に対 して、
Σ ムαo。)
(α,β)∈И×B
が定まるとき、
が成 り立つ。
証明
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ぃ,恩×B★α』°=Σ(忍漁α00)  。②
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を示す。
まず、
ムα』0)=Σα摯ハλれ
れ=0
と係数の記号を定めて、式 (3.2)の左辺のη次の項について考えていく。
各 η∈Z(η≧0)について、
θれ={(α,β)∈A×31α績′)≠0}
とすると、Qは有限集合で左辺のη次の項の係数は、
Σ α篇0
(α,β)Cθ。
となる。これは有限和だから
とおくと、
となる。
次に、式 (3.2)
とし、
とすると、
55
Aπ={α∈ス|∃(α,β)∈θπ
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夕の=Σα撃もの
β∈B
α絆0'β)≠o
=Σα秒の
β∈B
(αo,β)∈σ2
=Σα霜』
(α,β)Cσ2
α=αo
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以上より、
Σ ★α』(
3(α,β)∈A×
となる。
添字の順序以外に本質的な違
Σ ttαo(
13(α,β)CA×
も同様に成り立つ。
定理 3.2.7母関数の族ん(λ)(α
して、Σ (ん(λ)θ(λ))が定まる
∈A
Σ(ん0)gひ))=ズ対(Σん0))
αcA                α∈ス
が成り立つ。
証明 ん(λ)とg(λ)の係数を
ん(λ)=α絆)+αF)λ+.…
θ(λ)=bo+blλ十.…
とおけば、んo)θo)のη次の係数はΣCP×bπ巧)となる。つまり、
づ=0
仮定より各 ηに対 して、
ΣO°×bπ→)≠0となるαは有限個である。 はつ
づ=0
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また、g(λ)≠0より、b′≠0となるプ∈NOがある。そのようなプの最ノJヽ
値をsとする。このとき、任意の0以上の整数鶴についてα絆)≠oとな
るαが有限個であることを動に関する帰納法で示す。
まず、αP≠0となるスの元αは有限個になることを示す。そのため
に、η=sのときの(3.3)を考えると、Σヌα∫→X bs_ぅ)=αF)bsであるか
ら、αF)bs≠0となるα∈4は有限個。つまり、これはα『)≠0となるα∈スは有限個となることを示している。
次に、j=1,….,m-1について、α∫→≠0となるα∈スは有限個とし
てα絆)≠oとなるαを考える。
η=s+鶴のときの (3.3)を考えると、
α精)bs+α絆とlbs+1+・…+αF)bs+m_1+αF)bs+m≠o
となるαは有限個である。帰納法の仮定より、有限個のαをのぞいて
α摯lbs+1+…+αF)bsttm l+αF)bs+π=0
なので、α鯖)bs≠oとなるα∈スは有限個である。したがつて、α絆)≠o
となるα∈スも有限個である。
以上により、各 鶴 に対 して、α絆)≠oとなるαが有限個であるから、
Σ ん(λ)も定まることが分かる。
α∈И
各 η∈NOに対して、
Aπ={α∈川α『 ),.…,α絆)のどれかが0でない}??
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となる。                          □
定理3.2.5の右辺は直積集合を添え字としているので、補題 3.2.6、定理
3.2.7、定理 3.2.8を用いて分解することができる。
更ヨ理里 3.2.9
バニ対=(恩λ9)d・
が成 り立つ。
第3章 単体のエルハー ト多項式
証明 補題 3.2.6と定理 3.2.8を、定理3.2.5の結果に適用すると
F(F,詢=  Σ  λは‐けdtt β
となる。
F*(二人)についてもSをS*に置き換えると同様に成り立つ。   □
ネ甫是亘 3.2.10
Σ λ9=に一が
9∈N0
が成 り立つ。
証明
に一月ΣE λ9=1
9∈N0
となることを示せばいいので、左辺を変形 していくと
に一月Σ λ9=(1-絆°+λl+λ2+….)
9∈N0
=(λO+λl十λ2+.…)_(λl+λ2+λ3.…)
=1
となる。
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この節で、様々な定理や補題を考えてきたが、この節の最後として、
F(二人)とF*(二人)が、それぞれ集合Sに属する次数りの点の個数と(0≦
づ≦α)と集合S*に属する次数jの点の個数 彎(1≦j≦α+1)を用いて表
されることを示す。
定理 3.2.1l δ」(0≦
`≦
α)を集合Sに属する次数りの′点の個数とすると、
F(二人)=(δo+δlλ+…・+δdλd)×(1-λ)(d+1)
F*(F,λ)=(δiλ+…・+δ五十1λd+1)×(1-λ)(d+⇒
が成立する。
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第3章 単体のエルハー ト多項式
証明
と表すことができるので、deg α=】Erじより、0<deg α≦α+1であ
る。 したがつて、S*の中の格子点の次数は 1,….,α+1なり、
F*(二λ)=(δlλ十…・十δttλα)×(1-λ)~(み1)
となるので、成り立つ。                     □
3.3 単体のエルハー ト多項式と相互法則
定理 3.2.11、定理 3.2.12の結果から分かるように、単体Fに対 して、
F(二人),F*ば,λ)は、S,S*の格子点の数と密接な関係がある。よつて、
まずはS,S*の格子点の数の関係を考える。以下、集合Sに属する次数j
の点の個数をQ、 集合S*に属する次数づの′点の個数をδ」とする。
ネ甫是亘3.3.1
δr=δ(a+1)を(1≦づ≦d+1)
が成 り立つ。
証明 Fの頂点集合を{υO,.…,υd)とすれば、定義2.2.1より、Fの頂点
集合は{(υO,1),…・,(υぁ1)}となる。次に、
し,α+⇒=ΣOら⇒
づ=0
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第3章 単体のエルハー ト多項式
とおく。このとき、
s」写   s* s* ≡辱     s
∪        ∪
α 一→ (υ,α+1)一α    α′ ――→ (υ,α+1)一α′
となる2つの写像∫、θを考えたい。そのためにまずα、α′が、それぞれ
S、 S*の元のとき、(υ,α+1)一α、(υ,α+1)一α′が、それぞれ S*、Sの
元になっているかを確かめる。定義2.2.7より、
α=Σ亀に,⇒,0≦亀<1,ぼR
」=0
α
♂=Σ弓れ,1),0<弓≦1,弓∈R
を=0
と表すことができるので、
し,α十⇒―α=し,α十⇒一ΣELOら⇒
づ=0
d            a
=Σれ,⇒―Σ亀Q,1)
じ=O        j=0
d
=Σに一→Q,1)
づ=0
し,α+⇒一♂=し,α+⇒―ΣE弓0ぉ1)
を=0
d            d
=ΣQ,1)Σ弓0ぁ1)
j=0        じ=0
d
=Σは一りC,1)
を=0
となる。0<(1-r`)≦1となるので、定義 2.2.7より、(υ,α+1)一αがS*
の元となり、0≦(1-r:)<1となるので、定義2.2,7より、(υ,α+1)一α′
62
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がSの元となる。よつて、ノもgも写像であり、∫とgは互いに逆写像な
ので、∫とθは全単射である。またこのとき、
deg∫(α)=α+1-deg(α)
となるので、以上を用いて
ら=‖{α∈S*ldegα=j}
=|{α C Sldeg∫(α)=づ}
=‖{α C Sldegα=(α+1)一づ}
=δ(a+1)一う
となる。                          □
命題 3.2.11、命題 3.2.12、補題 3.3.1より以下のことが成 り立つ。
定理 3.3.2 1,(1-λ)d+lF(二人)は人に関する非負整数係数多項式で、
その次数は高々αで、定数項は1である。
2.(1-λ)d+1″*(二人)は人に関する非負整数係数多項式で、定数項は
0である。
3.(1-λ)a+lF*(民λ)はα+1次で最高次の係数は1である。
4.(1-λ)d+lF(二人)のづ次の係数と、(1-λ)みlF*(二人)の(α+1-づ)
次の係数は一致する。
証明 1について考える。島は集合Sに属する次数 づの点の個数なので、
δO=1,δ
`≧
0(`=0,…. d)となる。 したがつて、定理 3.2.11より、
(1_λ)d十七戸(F,λ)
は、λに関する非負整数係数多項式となる。そして、定数項は1となる。
2について考える。δ」は集合S*に属する次数をの′点の個数なので、δき=
0,労≧0(づ=1,…・,α+1)となる。したがつて、定理3.2.12より、
(1-λ)α+lF*(F,λ)
は、λに関する非負整数係数多項式となる。また、定数項は0になる。
3について考える。δヵ+1=1となるので、最高次はα+1、その係数は
1となる。
4については、補題3.3.1より明らか。             □
64第3章 単体のエルハー ト多項式
定理 3.2.11、定理 3.2.12を使つて、づ(二η)、 づ(F*,η)をηとδじ、ら の式
で表 していくことを考える。
厠己理塁 3.3.3
(1+λ tt λ2+・…)α+1=1+:・・+αづλj十.… 0・り
とするとき、
αづ=1{(″o,…,,″a)|″づは非負整数,″0+…・十″d=`}
となり、
と表すことができる。
証明 式 (3.5)の左辺は、(1+λ十人2+.…)をα+1個かけるものなので、
(α+1)個の (1+λ+λ2+...)の積のうちのた番 目を第 た式 と呼ぶ。する
と、右辺のλらの項は、第1式、….、 第α+1式のそれぞれから1つずつ、
積がλづとなるように項を選んだ積の和だから、右辺のλJの係数は「和が
づとなるようなα+1個の非負整数の順列の個数」となるので、αをは
1{(Po,・・・,Pa)∈ZⅣ+1レづ≧0,po+・…+pd=づ}
に等 しい。この個数はいわゆる重複組み合わせなので、
αづ=Ψ = (り
1;α)
となる。                            □
定義 3.3.42項係数
(7)は
、通常0≦た≦mの範囲で定まるものであ
るが、ここでは、全ての整数 m、 自然数 たに対して
(7)=
m×(m-1)×・…×(m_た+1)
た×(た-1)×…・×1
?
―
―
?
??
?
?
?
‐
?
?
〓?
と定義するし
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に等しい。特に、最高次係数は正である。
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の2行日と最後の式で係数比較すると、
t(Jちη)==δo(ηlα)十
δl(η
=卜
1~~1)+…・十δd(:)     (3.7)
となり、式 (3.7)の右辺の各項は、
δα一づ
(η
」
り
)=写
×(ηd+(η`Dα-1ツ欠夕に
(D多琴おミ))
となる。 したがつて、
ほ →=(T)X(がHηのla ll刷
となって、ηに関する多項式となる。また、特に最高次係数は早
となる。δO=1、δを≧0より、これは正である。
また、式 (3.7)の右辺のηに0を代入すると、
侶の封0子+0+…+0
=δ0
=1
となる。
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(3.9)
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となり、ηに関する多項式となる。                □
定理 3.3.6,定理 3.3.7で導いたづ(二2),ダ(二η)の値を示す ηに関する多
項式を単体Fのエルハー ト多項式という。これまで、j(民η),づ*(二η)を
自然数ηに対 して定まる数列として扱つてきたが今後、づ(二η),づ*(F,η)を
それぞれ式 (3.7)、式 (3.9)の右辺が示す多項式として考えていく。そし
て、多項式 として考えることによりt(二η),ダ(二η)のηが負のときの値
を考えることができる。
定理 3.3.8Fをα次元単体とすると、Fのエルハー ト多項式づ(二η),ダ(二η)
について、
グ(二η)=(-1)dづ(二―η)
とい う関係が成 り立つ。
証明
づ(F,
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第3章 単体の
となる。よつて
(-1)αづ(二―η)=
となる。
(-1)dづ(F,一η)
となる。                            □
定理 3.3,8で導いた関係式のことを単体のエルハー ト多項式の相互法則
とい う。
系 3.3。9FをRd内の単体とすると、ダ(民η)はηのα次多項式で、最高
絲 数は   とな吹 颯二→ 鍼 数項は ←げ mFであ乙
証明 定理 3.3.6と定理 3,3.8より、degダ(二η)=ごとなり、最高次係数
が
δO+・…+礼となることは明らか
l定
理
lilif][]iIムF占Olr』より、これは正である。定理 3.3.8』
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□るので、づ*(F,η)の定数項は(-1)dmFでぁる。
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第4章 多面体のエルハー ト多
項式
第3章では、単体でのエルハー ト多項式について考えてきたが、この
第4章では、一般の多面体のエルハー ト多項式について考えていく。そ
こでまず、多面体を単体に分割することについて考えていきたい。次に、
凸多面体のエルハー ト多項式とその相互法則について考え、その結果を
用いて、多面体の体積を格子点の個数から求める関係式について述べる。
4.1 単体的複体
定義4.1.1単体の族△={■,…・,島1民はRNの単体}を考える。△が
RⅣ内の単体的複体であるとは、
1.民が△の元であるならば、民の面も△に属すること
2.民、島が△の元であるならば、民、
きは民の面かつ島の面であること
が共に成り立つことである。
島の共通部分は、空でないと
この定義より、△は、単体どうしを面と面で組み合わせたものである
ことがわかる。図4,1は単体的複体の例である。この図では、0単体は黒
点、1単体は線分、2単体は色のついた三角形で示されている。図4.2で
は、2つの2単体が1つの面を共有しておらず、定義4.1.1の2.に反する
ので、単体的複体ではない。
定義 4。1。2△をRⅣ内の単体的複体とする。このとき、
{“∈RⅣI"は△のある単体Fの頂点}
を△の頂点集合とよぶ。
第4章 多面体のエルハート多項式
図 4.1:単体的複体の例 図 4.2:単体的複体でない例
定義 4.1.3△をRN内の単体的複体とする。このとき、 Fを△の幾
何学的実現といい、|△|で表す。
定義 4.1.4PをRN内の凸多面体とする。このとき、P=|△|となる単
体的複体をPの単体分割とい う。
以下、この章の内容のほとんどは、一般のη次元で成 り立つことであ
るが、厳密な証明が難 しかつたり、かなり抽象的になつてしまうので、多
くの場合2,3次元に限定して証明を示すこととする。
定理 4.1.5PをRⅣ内の凸多面体とすると、△の頂点集合がPの頂点集
合と一致するような、Pの単体分割 △が存在する。
証明 dim Pがどんな自然数であつても正しいことは知られている(降]参
照)。 しかし、ここでは、dim P=2、dim P=3のときを示す。
●dim P=2のとき、Pの1つの頂点から出る対角線でPを三角形に
分割し、これらの三角形とその面からなる単体的複体を△ とする
(図4.3参照)。 このとき、P=|△|となり、条件をみたすPの単体
分害1がある。
●dim P=3のとき、Pの1つの頂点υを固定してυを頂点に含まない
Pの2-面をσl,.…,σαとする。σl,.…,σαをそれぞれ対角線で三角形
に分害1し、それによつて得られる三角形を■,….,Ъとする。■の3頂
点とυを頂点にもつ四面体を民として、△={民と民の全ての面(づ=
1,.…,b)}とする。△の単体の面が△に含まれることと、民どうし
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図 4.3:三角形分割
が面でくつついていることは、直観的に正しいと認めてもよいだろ
う。実際、△は単体的複体となる。次に、P=|△|となることを
示す。
まず、Pが凸より民 ⊂Pだから、明らかに |△|⊂Pである。次に、
P⊂|△|について考える。Pの任意の元"に対して、
1.“がPの内点のとき、線分υ"を延長するとPの有界性より、
"の側で1度Pの境界を通る。その交点をυとする。υとυ
は同じ2-面上にはないので、υはυを含まない2-面上にある。
よって、νを含むηがあつて、
“
は民 の元となる。
2."がPの境界上のとき、"がυを頂点にもたない面上なら、
κ∈ηとなる電があるので自明。
"とυが、同一の2-面上のとき、その2-面上で、線分υ“
を"
側に延長したところに、υを頂点にもたない2-面上の点νがあ
る。よつて、そのνを含む■に対して、"は民 の元となる。
となる。
4.2 凸多面体のエルハー ト多項式と相互法則
第3章で得た単体のエルハー ト多項式を用いて、この節では、凸多面
体についてのエルハー ト多項式と、その相互法則について考えていく。
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定義 4.2.l αl,.…,αN∈Zを用いて、(号,…・,7)と表されるRⅣ内の′点
を券格子点とい うことにする。
定理 4。2.2PをRⅣ内の整な凸多面体とし、定理 4.1.5で構成 した △の
頂点集合がPの頂点集合に一致するPの単体分割 △を考えると、自然数
ηに対して、
j(民η)=DEダ(二η)          (4.1)
F∈△
が成り立つ。
証明 単体Fに対して、FO=F―∂Fとおくと、定義 1.3.4に従つて考
えれば、
となるので、
1.△∋二 F′(F≠F′)に対して、FO∩FЮ=0
2.∪FO=P
F∈△
を示せばよい。
まずは、1について考える。△∋二 F′(F≠
「
)とすると、F∩F′はFの
面かつ F′の面である。FO∩
「
0の元を"とすると、“
∈FO∩FЮ⊂F∩F′
より、"はFの面上かつ F′の面上となる。このとき、
1.dim F>0またはdim F′>0のときを考える。dim F>0とする
と、このとき、Fの面上の点はFOに含まれないので矛盾。
2.dim F=dim F′=0のとき、"=F=F′となるので、F≠F′に
矛盾。
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とな るの で 、FO∩FЮの元 "は存 在 しな
い。 した が って 、FO∩FЮ=0と
なる。
次に、2について考える。まず、∪F=|△|=Pより、明らかに∪F0
F∈△                       FC△
がPに含まれる。次に、Pが∪ FOに含まれることを考える。Pの任意
F∈△
の元を"とすると、P=∪Fより、"∈FとなるF∈△が存在する。
"∈FとなるF∈△のうち、最も次元の低いものをFとする。
1.dim F=0のとき、"∈F=FOとなる。
2.dim F>0のとき、FOブ"とすると、"はFの境界上となる。よつ
て、dim F>dim F′となる の面
「
に"が含まれる。これはFの
取り方に矛盾するので、"∈FOとなる。
よって、づ(P,η)=Σづ*(二η)が成り立つ。            □
F∈△
定理 4.2.3PをRⅣ内の整な凸多面体、△を定理4.1.5で構成した単体分
割とすると、自然数ηに対して、
づ*(鳥η)=ΣE(-1)dmP~dmFJ(F,η)
F∈△
が成 り立つ。
この定理 4.2.3の証明は一般の次元では難 しいので、ここではdim P=
2,3の時を示す。実際には一般の次元で成 り立つことが知 られている。
証明 命題 2.1.5を用いて考えれば、示したいことは、
(P―∂P)の中の方格子点の数=Σ〕-1)dimP dimF(Fの中の力格子′点 数)
となる。
●まず、dim P=2のときを考える。dim P=2なので、
ダに→=Σづ(二→一ΣEづ(二→+ΣEりに→ 0
F∈△
Fが1単体
F∈△
Fが2単体
F∈△
Fが0単体
第4章 多面体のエルハー ト多項式               76
が成り立てばよい。そこで、Pの内点"と、Pの境界点"について考え
る。式 (4.2)の左辺は、(P―∂P)内の分格子′点の数を数えているので、右
辺においても点"が内点のときは数えて、点"が境界上にあるときは数
えないようにすればよい。よつて、
1,点"がPの内点となるとき、
("を含む2単体Fの数)―(“を含む1単体Fの数)
+(■を含む0単体Fの数)=1 (4,3)
2.点
“
が境界上にあるとき、
("を含む2単体Fの数)―("を含む1単体Fの数)
+(“を含む0単体Fの数)=0 (4.4)
となればよい。以下、P内の点"を考え、"を含む△のη単体の数をsπ
と表すとする。
まずは、1について考える。
●"が△の2単体Fの内点となるとき、s2=1Sヽl=0、sO=0とな
り、s2~Sl+SO=1-0+0=1となる。
●"が△の1単体Fの内点となるとき、Fは2つの2単体の面にあるので、s2=2、sl=1、sO=0となり、s2~Sl+SO=2-1+0=1
となる。
●△の頂点集合はPの頂点集合と一致するので、△の0単体Fは
(P一∂P)に含まれない。よつて、"が△のO単体Fの内点になる
ときは考えなくてよい。
以上により、(4.3)が成り立つ。
次に、2について考える。∂Pは1単体と0単体からなるので、"が△
の2単体Fの内点になるときは考えなくてよい。
●
“
が△の1単体Fの内′点になるとき、Fの片側 (内側)に2単体があ
り、s2=1Sヽl=1、sO=0となるので、s2~Sl+SO=1-1+0=0
となる。
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図 4.4:πが鶴個の三角形の頂点
●
“
が△の0単体Fの内部にあるとき、"がm個の三角形の頂点に
なっているものとすると、s2=鶴ヽSl=π+1、sO=1となり
S2~Sl+SO=m―(m+1)+1=0となる。(図4,4参照)
となるので、(4.4)も成 り立ち、式 (4.2)は示された。
●dim P=3のときを考える。dim P=3なので、
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ダP,0=Σづに→
F∈△
Fが3単体
―Σ ズニ→+Σづ(二→ Σ J(二→
F∈△           F∈△            F∈△
Fが2単体      Fが1単体      Fが0単体
(4.5)
が示すべき式である。dim P=2と同様に、Pの内点
“
と、Pの境界上
の点"について考える。式 (4.5)の左辺は、(P―∂P)内の分格子点
の数
を数えているので、式 (4.5)の右辺においても、点"が内点のときは数え
て、点"が境界上にあるときは数えないようにすればよい。よつて、
1,点
“
がPの内点となるとき、
("を含む3単体Fの数)―(πを含む2単体Fの数)
十("を含む1単体Fの数)一(■を含む0単体Fの数)=1(4.6)
2.点
“
がPの境界点となるとき、
("を含む3単体Fの数)―(■を含む2単体Fの数)
+("を含む1単体Fの数)―("を含む0単体Fの数)=0(4,7)
となればよい。"を含む△のη単体の数を sηと表すとする。まずは、1
について考える。
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●"が△ の3単体Fの内点となるとき、s3=1Sヽ2=0Sヽl=0、sO=oとなりs3~S2+Sl~SO=1-0+0-0=1となる。
●"が△の2単体Fの内点となるとき、Fの両側には3単体があるので、s3=2、s2=1Sヽl=0、50=0とな りs3~S2+Sl~SO=
2-1+0-0=1となる。
●"が△の1単体Fの内点となるとき、1単体Fを辺 とする3単体がFの周 りを取 り囲んでいる。その3単体の数を動 とすると、s3=m、
S2=πヽ Sl=1、SO=0とな り s3~S2+Sl~SO=η― m+1-0=1
となる。
●△ の頂点集合はPの頂点集合 と一致するので、△ の0単体Fは
(P一∂P)に含まれない。よつて、"が△のO単体Fの内点となる
ときは考えなくてよい。
となるので、(4.6)が成 り立つ。
次に、2について考える。∂Pは2単体と1単体と0単体からなるので、
"が△の3単体Fの内点になるときは考えなくてよい。
●
“
が △の2単体Fの内点となるとき、Fの片側に3単体があるの
で 、 S3=1ヽS2=1ヽSl=0、sO=0と な り s3~S2+Sl~SO=
1-1+0-0=0となる。
●
“
が △の1単体Fの内点となるとき、
“
が鶴個の3単体に含ま
れるとすると、s3=m、S2=m+1、Sl=1、sO=0となり
S3~S2+Sl~SO=鶴―177b+1)+1-0=0となる。
●
“
が△の0単体Fの内部にあるとき、定理4,1.5のようにPの1つ
の頂点υを固定して、Pの境界の面を三角形分害1した際、
1."≠υで、
“
が境界上の1単体でυとつながらないとき、∂P
において"の周りに鶴個の2単体があるとすると、s3=m、S2=2m、sl=鶴+1、SO=1となり
S3~S2+Sl~SO=m-2鶴十 (鶴+1)-1=0
となる。
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2."≠υで、
“
が境界上の1単体でυとつながっているとき、∂P
において"の周りに鶴個の2単体があるとすると、s3=鶴
~2、
S2=鶴+い~3)、sl=鶴、So=1となり
S3~S2+Sl~SO=(鶴-2)―(鶴+(m_3))十m-1=0
となる。
3."=υのときを考える。このとき、∂P上の2単体をF個、∂P
上の1単体をE個、∂P上の0単体を1/個とし、また、∂Pに
おけるυのまわりの2単体をm個とする。
υを含む △の3単体は、υと∂P上の2単体で定まる3単体
であるが、その個数は∂P上の2単体の個数からυのまわりの
2単体をのぞいた個数だけあるので、s3=F~mとなる。
υを含む△の2単体は、υと∂P上の1単体で定まる2単体
であるが、その個数は∂P上の1単体の個数からυを端点とす
る1単体をのぞいた個数だけあるので、s2=E~mとなる。
υを含む △ の 1単体は、υと∂P上の0単体を結んだ線分
であり、その個数は∂P上の0単体からυをのぞいた数なので
sl=y_1となる。
υを含む △の0単体は、υの1点なので、sO=1となる。
多面体の表面のオイラー数 (頂′点数 ―辺数 十面数)は2、 つ
まり、F一E+y=2となることを用いると、
S3~S2+Sl~SO=(F―m)―(E―m)+(y-1)-1=F―E+y_2=0
となる。
以上により(4.7)も成 り立ち、式 (4.5)は示 された。
定理4.2.2、定理4.2.3より、J(P,η)、づ*(P,η)は、ηに関する多項式づ(二η)、
づ*ば,η)の和となり、ηに関する多項式で表される。無限数列{απ}の一般
項がηの多項式で表されるとき、そのような多項式は唯一つに定まるか
ら、j(P,η)、 j*(P,η)の値を表すηに関する多項式を、凸多面体Pのエル
ハー ト多項式という。
定理4.2.4PをRⅣ内の整な凸多面体とするとき、,P,η)は(dim P)次
の多項式となる。
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証明 △を、△の頂点集合がPの頂点集合に一致するPの単体分害Jとす
ると、定理4.2.2よりj(P,η)=】Eづ*(F,η)となる。系3.3.9よリダ(F,η)
は(dim F)次の多項式となるので、j(民η)はmaX{dimttF∈△}次以下
となる。このとき、max{dimFIF∈△}=dim Pである。
づ(P,η)の次数がdim Pと一致することを示すためには、dim P=dim F
となる△の元Fについて、ダ(二η)の最高次係数の和が0でないことを
示す必要がある。実際、系 3.3,9よりを*(二η)の最高次係数は正なので、
dim F=dim PとなるFのグ(二η)の最高次係数の和は0でない。 した
がって、j(民η)はdim P次の多項式となる。           □
定理 4.2.2は、η=0のときも成 り立つ。つまり、次の定理により多項
式としてのエルハー ト多項式の定数項は1となる。
定理 4.2.5PをRⅣ内の整な凸多面体、定理 4.1.5で構成 した△の頂点
集合がPの頂点集合に一致するPの単体分割を△ とすると、
Σダにの=1
F∈△
となる。
証明 この定理4.2.5の証明は一般の次元では難しいので、ここではdim P=
2,3の時を示す。
●dim P=2の時を示す。Pを勧角形 として、定理 4.1.5で構成 したP
の単体分割 △を考える。このとき、j(民η)を多項式として考えれば、定
理 4.2.2の式 (4.1)は多項式としての恒等式であるので、ここにη=0を
代入 して考える。
△の0単体の数は、鶴個である。△の1単体の数は、∂P上は鶴個で、
∂P上でないのは鶴-3個なので、m十(m-3)個である。△の2単体の
数は、働-2個である。よつて、単体Fに対 して、づ(F,0)=1となるこ
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とを考慮すれば、
づ(民0)=DEダ(二0)
F∈△
=ΣE(-1メ
m%にの
F∈△
=(△の0単体の数)―(△の 1単体の数)+(△の 2単体の数 )
=鶴一(m十鶴-3)_+(m-2)
=1
となる。
●dim P=3の時を示す。このとき、Pの頂点の 1つをυとして、定理
4.1.5で構成 したPの単体分害1△を考える。∂P上の△の2単体、1単体、
0単体の個数をそれぞれF個、E個、y個とし、また∂Pにおけるυのま
わりの2単体を鶴個 とする。
●△の3単体は、υを頂点にもたない∂P上の2単体とυによつて決
まるので、その個数は、υを頂点にもたない ∂P上の2単体の個数
であり、F一m個である。
●△の2単体を、∂P上の2単体と∂P上にない2単体に分けて考える。
まず、∂P上の2単体の個数は、F個ある。
次に、∂P上でない2単体の個数を考える。∂P上でない2単体は、
υと∂P上の1単体で定まる2単体であるが、その際 υのまわりの
2単体の辺 とυで決まる2単体は∂P上になつてしまうから、これ
らをのぞく必要があり、∂P上でない2単体の個数は、E-2鶴個で
ある。 したがつて、△の2単体の個数は、F+(E-2m)個である。
●△の1単体も、∂P上の1単体と∂P上でない 1単体に分けて考え
る。∂P上の1単体の個数は、E個である。
次に、∂P上でない1単体の個数を考える。∂P上でない1単体は、υ
と∂P上の0単体で定まる1単体であるが、υ自身とυでは1単体が定
まらないこと、υのまわりの0単体とυを端点にもつ1単体は∂P上
になることを考慮すれば、∂P上でない1単体の個数は、T/―(m+1)
個である。 したがつて、△の1単体の個数は、E+(y―π-1)個
である。
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●△の頂点集合は、Pの頂点集合 と同じなので、△の0単体の個数は、
y個である。
以上より、
づ(民0)=DEダ(二0)
F∈△
=Σ←⇒dm旬にの
F∈△
=(△の0単体の数)―(△の 1単体の数)+(△の2単体の数)一(△の 3単体の数 )
=y―(E tt y_鶴_1)十(F+E-2π)―(F―m)
=1
となる。
したがって、を(P,0)=1となる。                □
単体Fのとき、定理 3.3.8より、づ(F,η)とがば,2)には、単体のエル
ハー ト多項式の相互法則が成り立ったが、凸多面体Pのときも、J(P,η)
とj*(民η)に、凸多面体のエルハー ト多項式の相互法則が成り立つことを
定理4.2.6に示す。
定理 4.2.6PをRN内の整な凸多面体とすると、Pのエルハー ト多項式
づ(P,η)ヽ ダ(P,η)について、
グ(P,η)=(-1)dmPを(民一η)
という関係が成り立つ。
証明 まず、定理 4.2.2、定理3.3.8より、
ば,→=Σダに0
F∈△
=Σ(―⇒dm%ば,。
F∈△
となる。(-1)(~1)も(-1)1も-1なので、
を(民一η)=Σ〕(-1)~dmFづ(F,η)
F∈△ ‐
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としてもよい。よつて、定理4.2.3により
(-1)dmPJ(P,一η)=ΣE(-1)dim P~dmFづ(二η)
F∈△
=ダ(P,η)
が成 り立つ。
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□
4。3 多面体のエルハー ト多項式と多面体の体積
まず、単体に関 して、エルハー ト多項式 と体積の関係を考える。
定義 4.3.lηを自然数 とする。Rd内に 分を単位 とする格子をつ くり、そ
の格子上の
α=(αl,・…,αα)∈Rα (ηαゼ∈Z)
に対 して、
先=μ…励レ飢≦Q十1-"→
とおき、Sαをαを角にもつRa内の小立方体という。また、
現=‖α=件…,9島∈4
とおくと、Lれの元は互いに内点を共有しない小立方体で、Lπの小立方体
全体は、Rdを埋め尽くす。
PをRd内の多面体とする。このとき、
∪亀⊂P    ∪ 亀⊃P
Sα∈Lπ                      Sα Cttπ
Sα⊂P                   Sα∩P≠0
となるので、1辺が分のRa内の小立方体の体積をル と考えて、
鳳 墜 毛 警 型  鳳 睡 憂 学 工 型
を考える。これが一致するとき、それをPの体積という。実際、任意の
多面体に対して体積が定まることが知られている。(卜]参照)
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体積の性質として、以下のようなものがあげられる。
・ 多面体P⊂Raがdim P<αのとき、Pの体積は0である。
・ 多面体 民 P′⊂Rdがdim P=dim P=αかつ、 とP′は内点を共
有 しないならば、
ぱ∪P′の体積)=(Pの体積)十(P′の体積)
である。
●P⊂Rd、りをRdの合同変換とすると、(Pの体積)=(ψ(P)の体積)
となる。
定理 4.3.2PをRd内のα次元の整な凸多面体とする1と、凸多面体のエ
ルハー ト多項式を(P,η)のηdの係数はPの体積となる。
証明 」(民η)はηのα次式だから
泄‰些彩
生=OC,→のα次の係勾
である。自然数ηに対して、Rdのヵを単位とする格子を考え、
現=伊
Jα
=件…,9島∈4
とおき、
|{Sα∈ZれISα⊂P}≦j(民η)≦‖{Sα∈LれISα∩P≠0}   (4.8)
となることを示す。
まず、亀 ⊂Pとなる比 ∈五れに対して、αを対応させる写像を考える
と、αがPの内部 となるので、
儡 陽 ⊂P}→{P内の方格子の頂′点}
となるが、明らかにこれは単射で、‖{SαlSα⊂P}≦j(民η)となる。
また、P内の有格子の頂点αに対して、αを角にもつ小立方体%を
対応させる写像を考えると、先 ∩P≠0となるので、
{P敵十舒 の頂′点}→机 陽 ∩P≠0}
ldim PとRαの次元が一致していることに注意。
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という写像となるが、明らかにこれも単射で、づ(民η)≦‖{亀1乱ビ∩P≠0}
となる。よつて、式(4,8)は正しい。
式 (4,8)より、
‖{亀∈
:ヂ≦
P}≦
宅響 ≦
墜 墜 坐
學
豊 壁 量
となる。η→∞とすると、
ぱ鎌司≦鳳等生ゴ鉢司
となって、定理が成 り立つ。                   □
4.4 格子点の数と体積
これまで、格子点の数を示すエルハー ト多項式、及び、エルハー ト多
項式と面積・体積の関係について考えてきた。これ らを用いて、格子点
の数と面積・体積の関係について考えていく。
RⅣ内の凸多面体Pに対して、Pの内点である寺格子点の数を五り、P
の境界上の 分格子点の数をZり
)と表すこととする。エルハー ト多項式を
用いて表す と、
五r)=ダ(P,η)
Zり)=,(民η)一ゲ(P,η)
となる。
次の定理は、いわゆるピックの定理として広く知られているが、エル
ハー ト多項式を用いて示すことができる。
定理 4.4。lPをR2内の整な凸多角形とすると、ZF)、Lサ)を用いて、
Pの面積=LF)十:L8)-1
と表すことができる。
証明 PをR2内の整な凸多角形 とすると、定理 4.2.4と定理4.2.5より、
j(民η)=αη2+bη+1
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図 4.5:R3の凸多面体
と表すことができる。このとき、定理 4.2.6より、
グ(民η)=αη2_bη+1
と表すことができるので、
五サ)=づ(鳥1)一」*(民1)=2b
五,)=ダ(民1)=α―わ+1
となる。式(4.9)からbを消去し、αについて整理すると、
α=L,)+:五5)-1
となる。j(民η)の最高次係数 αは多角形Pの面積を表 しているので、ピッ
□クの定理を得る。
N内の凸多角形では、L「)、 Lり)を用いて面積を求めることができたの
で、R3内の凸多面体についても五9)、Lサ)を用いて体積を表そ うと考え
るのは自然であろう。しかし、図4.5のような4面体Pでは、直方体の高
体積も大きくならなければならないが、P、 ∂Pさが大きくなるにつれ、
に含まれる格子点の数は、図4.5の黒点のように高さによらずL,)=0、
五5)=4のまま変わらない。このことは、L,)、L5)を用いて整な凸多面
体の体積を表すような公式が存在 しないことを示 している。そこで、さ
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にり
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ir「
『
薇
`響
L鏡菱電Υち鋏l口ヽη)。
定理 4.4。2R3内の整な凸多面体Pに対 して、
Pの 体 積 =:Lr)十
島
ZF)一
静
オ
)一
静
培
)
が成 り立つ。
証明 PをR3内の整な凸多面体とすると、定理4.2.4と定理 4.2.5より、
をに η)=αη3+bη2+cη+1
と表すことができる。このとき、定理 4.2.6より、
j*にη)=αη3_bη2+cη_1
と表すことができるので、
五,)=を*(P,1)=α一b+C-1                  (4.10)
Zサ)=づ(民1)―ダ(二1)=(α+b tt C+1)―(α一♭+C-1) (4.11)
Lr)=ダ(P,2)=8α-4b+2c-1               (4.12)
L3)=づ(民2)一ダ(P,2)=(8α+4b+2c+1)―(8α-4ら+2c-1)
(4.13)
となる。式 (4.10)と式 (4,11)より、
LP+ギ=α+c    い→
を得、式(4.12)と式(4.13)より、
ZP十ギ=8α+2c    に■0
を得る。最後に、式 (4.14)と式 (4.15)からcを消去してαについて解 くと、
α =:五F)+金L3)一:LF)一:Lサ
)
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□を得る。
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図 4.6:立方体の格子′点と:格子′点
図 4.7:四面体
定理4.4.2が実際に成 り立つことを、具体的な凸多面体で確認 してみる
例 4.4.3R3内の1辺が1の立方体Pを考える。図4.6をみると
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となるので、
Pの脅晰責=:LP+:ち五8)一:L')一:Lけ
)
1   26  0   8
=τ十万 一百―τ
=1
となる。1辺が1の立方体の体積は1なので、確かに正 しい結果が得 られ
ている。
例 4.4.4R3内の図4.7のような四面体Pを考える。図4.7をみると
L,)=0
LF)=1
五,)=0
Lr)=1
L5)=8
L3)=26
Lし)=4
五8)=10
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となるので、
Pの 体 積 =:Zr)十
島
瑚
)一
静
オ
)一
:L3)
1   10   0   4
=τ tt 12~3 6
1
3
となる。図4.7の四面体の体積は:なので、この場合も正しいことが確か
められる。
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